
由于激光扫描得到的点呈离散状态，因此通过某

种算法或方法将离散点拟合为线面成为激光三维扫描

数据处理的必备过程[1]。线面拟合简化了点数据，提

取了物体的线面特征，能被广泛应用于物体分割、场

景重建、点云配准、自主导航和避障等领域，因此平

面拟合方法研究尤为重要。常用的平面拟合方法包括

最小二乘法 [2-5]、特征值法 [6-8]、稳健特征值法 [9-10]等。

点云数据在 X、Y、Z 轴都存在误差，而最小二乘法只

能通过其中两个参数来推算另一个参数的最佳估值，

忽略了另外两个方向的误差，导致平面拟合精度并不

理想；特征值法可根据平面方程和约束条件，采用特

征值解算法来计算平面模型参数，对 X、Y、Z 轴误差

均有考虑，这两种方法只从纯数学的角度拟合所有

点云数据，未考虑点云数据在采集过程中产生的异

常值，而这些异常值将影响平面拟合精度 [11]。为

剔除异常值，部分学者 [12-13]将随机抽样一致性算法

（RANSAC）与特征值法相结合发展为稳健特征值法。

然而，稳健特征值法对于距离阈值的选取十分考究，

阈值过大则可能导致异常值被认定为内点参与平面拟

合计算，阈值过小又会将内点当作异常值剔除[14]，且

在不同情况下的距离阈值均需手动选择，算法缺少便

捷性。鉴于此，本文提出了一种基于阈值改进的稳健

平面拟合方法，根据所有样本点到拟合平面的距离

标准差来动态调整距离阈值，从而有效规避阈值选取

不当带来的不良后果，提高了点云数据处理的自动化

程度。
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1 基于阈值改进的稳健平面拟合方法

1.1 稳健平面拟合方法

稳健特征值法在国内最早由官云兰等[15]提出，其

核心思想是先通过RANSAC算法对一组含有噪声的点

云数据进行去噪处理，再利用特征值法对其进行平面

拟合。RANSAC算法 [16-20]将一组点云数据Φ中的异常

值定义为外点，其余定义为内点，算法的目的是尽可

能剔除外点而保留内点。首先，在总点云集 Ω中随机

提取最小样本子集（包含 n 个样本点，三维直线模型

n = 2 ，样本点不重合；三维平面模型 n = 3 ，样本点

不共线），计算得到初始平面，即

P = ax + by + cz + d （1）
然后，计算样本集中所有样本点到初始平面的欧

氏距离 Di ，并与初始化的距离阈值 ε 进行比较，若

Di < ε则该点为内点，反之为外点，并记录内点数 N 。

Di =
||axi + byi + czi + d

a2 + b2 + c2
（2）

设定点数阈值 t ，若 N  t ，则保留该内点子集；

反之，则重复上述操作直至 N  t 。

根据实际情况初始化迭代次数 M ，比较每次迭

代获取的 N ，保留 N 最大的一组内点子集 φ =

{(xi yi zi) i = 123N}。利用特征值法对点云 φ

进 行 平 面 拟 合 ， 假 设 待 拟 合 的 平 面 方 程 为

ax + by + cz = d ，若要求得拟合平面，需在约束条件

a2 + b2 + c2 = 1下满足式（3）取得最小值。

å
N

i = 1
di

2 = å
N

i = 1
(axi + byi + czi - d)2 （3）

式中， di 为任意点到该平面的距离。

采用拉格朗日乘数法构建目标函数，即

f = å
N

i = 1
di

2 - λ(a2 + b2 + c2 - 1) （4）
对 di 求偏导并令其为零，则有：

¶f
¶d

= 2å
N

i = 1
||axi + byi + czi - d = 0 （5）

去掉绝对值变形得到：

d = (ax̄ + bȳ + cz̄) （6）
式中， x̄ = 1

N
å
N

i = 1
xi ； ȳ = 1

N
å
N

i = 1
yi ； z̄ = 1

N
å
N

i = 1
zi 。

将式（6）代入式（3），再分别对 a、b、c 求偏

导并令其为零，联立得到特征方程，即
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式 中 ， Dxi = xi - x̄ ； Dyi = yi - ȳ ； Dzi = zi - z̄ ；

λ = å
N

i = 1
di

2 。

求得最小特征值对应的特征向量，得到最终参数

a、b、c ，代入式（6）求得参数 d ，得到最佳拟合平

面方程。在处理大数据量模型时， M 直接影响算法

的运行时长； ε决定了算法对异常值的剔除能力。

1.2 基于阈值改进的稳健平面拟合方法

通过RANSAC算法得到的内点模型的可靠性可由

内点占比直接体现，而内点占比是由 ε决定的，通常

内点占比达到80%，则认为该模型可靠。若想要每次

迭代得到的模型尽可能可靠， ε就不能固定不变。考

虑到参数设置的限制，本文从动态距离阈值和期望占

比两个方面来改进稳健特征值平面拟合算法。

1）动态距离阈值。在迭代过程中，将 ε 改进为

随所有样本点到初始拟合平面的距离标准差 σ 的改变

而改变。

σ =
å
n

i = 1
( )Di -

-
D

2

n - 1
（8）

ε = k ´ σ （9）
ε应满足 0 < ε <Dmax ，其中 Dmax 为点云集中两点

之间的最大距离。通过实验调试可知，通常 0 < k  3。

2） 期望占比（η）即内点数占点云总数的比值。

相较于点数阈值，内点占比能更直观地体现内点模型

的可靠性，可在迭代结束后对平面拟合结果进行质量

评价。对于内点占比不达标的拟合结果，逐步调整 ε ，

直到得到满意的平面拟合结果为止。

基于阈值改进的稳健平面拟合方法流程见图1。
2 实验与结果分析

为验证改进的稳健平面拟合方法，本文采用模拟

数据进行仿真对比实验。首先通过Matlab随机提取点

云数据，并添加随机误差点和离群点，得到仅含随机

误差的点云数据和含有离群点的随机误差点云数据；

再基于 Visual Studio 2019 和 PCL1.12.1，通过 C++编程

分别采用最小二乘法、特征值法、稳健特征值法和基

于阈值改进的稳健特征值法对两组模拟数据进行平面

拟合，得到平面参数 a、b、c、d 和 σ ，并以 σ 为平

面拟合精度的评定标准， σ 越小表示拟合效果越好，

反之越差。

假设待拟合的空间平面方程为： x + 5y + 3z = -5 ，

利用Matlab软件在该平面中随机采集1 000个点（图2a），

提取点的 X、Y 坐标在[0,10]随机浮动。实地采集的点

云数据中通常存在随机误差，为保证实验数据贴近实

际，将 1 000 个采样点按照式 （10） 添加随机误差，

作为第一组实验数据（图 2b）。在仅含随机误差的情
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况下，并不能明显体现RANSAC算法剔除异常值的优

势，因此在第一组实验数据的基础上，添加了20个离

群点作为第二组实验数据（图2c）。
平面
原始点

平面
随机误差点

平面
随机误差点
离群点

a 1 000个采样点 b 仅含随机误差的 c 含离群点的随机

点云 误差点云

图2 实验选取点云

ì
í
î

ï

ï

x = xi + xSign(xierrorRang)
y = yi + ySign(yierrorRang)
z = zi + zSign(zierrorRang)

（10）

式中， xSign、ySign、zSign 为误差的正负偏离方向；

errorRang 为误差范围，本文取值0~0.2。
实验将 k 初始化为1，取值范围为(0,3]，初始化 η

为85%，迭代中若内点占比未达到85%，则通过调整

k 值使其达标， k 值调整步长为 0.1。若 k = 3 仍未达

标，则舍弃该次迭代，执行下一次迭代。以其中一次

迭代为例，阈值动态调整过程见表 1，可以看出，最

初内点占比为 54.5%，低于 η，但随着 k 值的增加，

距离阈值逐渐扩大，内点占比也随之增加，当 k = 1.7时，

内点占比为85.9%，达到了 η， k 值停止调整。

表1 阈值动态调整

参数

k 值

ε

内点占比/%
内点个数

外点个数

阈值动态调整

1.0
0.524
54.5
556
464

1.1
0.576
59.6
608
412

1.2
0.629
64.6
659
361

1.3
0.681
68.5
699
321

1.4
0.733
72.8
743
277

1.5
0.786
78.0
796
224

1.6
0.838
82.5
842
178

1.7
0.890
85.9
876
144

将稳健特征值法和改进的稳健特征值法的 M 均

初始化为1 000次，经过1 000次迭代后，两种算法都

会得到若干组达到点数阈值或期望占比要求的内点子

集，从中选取最优子集。由于两种方法判定内点的方

式不同，符合点数阈值要求的迭代次数也不同。迭代

结果见表 2，可以看出，在相同初始迭代次数下，稳

健特征值法处理两组实验数据后得到的满足点数阈值

要求的迭代次数占比分别为 6.6%和 4.2%，而基于阈

值改进的稳健特征值法却达到了 99.7%和 99.8%，即

1 000 次迭代中 997 次和 998 次是满足点数阈值要求

的，远高于稳健特征值法。 假设要求达到点数阈值的

迭代次数不少于 100次，那么只需将初始迭代次数设

置为 200即可满足要求。由此可见，基于阈值改进的

稳健特征值法能大幅提高每次迭代达标的概率，从而

保留了更多的内点，进而通过减少初始迭代次数来提

高计算效率。

初始化 M 、  

随机抽样点云，计算初始平面参数

计算 Di 、 ，初始化 ε

记录内点个数 N ，计算内点占比 T

比较内点个数，更新内点点集

利用特征值法对点集进行平面拟合

Di <ε

T ≥η

是

是调整 k 值

η

σ

图1 改进的RANSAC算法流程图

表2 两种方法满足点数阈值要求的迭代次数对比

数据类型

随机误差点云

含离群点的随机误差点云

参数

初始迭代次数

满足点数阈值要求的迭代次数

初始迭代次数

满足点数阈值要求的迭代次数

稳健特征值法

1 000
66

1 000
42

改进的稳健特征值法

1 000
997

1 000
998

将输出平面参数以 ax + by + cz + d = 0 的形式表

示，第一、二组实验数据的计算结果见表 3、4，可

以看出，在没有异常值影响的情况下，4种方法均能

得到有效的拟合结果，由于最小二乘法只考虑到了

一 个 方 向 的 误 差 ， 其 拟 合 精 度 比 特 征 值 法 低

27.68%，其他 3种方法的拟合精度没有太大差异；相

较于第一组实验数据，最小二乘法、特征值法的平

面拟合精度分别下降了 19.19%、30.01%，稳健特征

值法和改进的稳健特征值法分别下降了 0.03% 、

-0.49%，可忽略不计，由此可见，在异常值的影响

下最小二乘法、特征值法由于没有剔除异常值的能

力，平面拟合精度明显下降，稳健特征值法和改进

的稳健特征值法能有效剔除异常值，且改进的稳健

特征值法的拟合精度比稳健特征值法高 1.54%，拟合

效果更好。实验结果表明，基于阈值改进的稳健特

征值法保证了算法的便捷性和可靠性，在含有离群

点的情况下，能有效剔除异常值，获得理想的平面

拟合效果。
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表3 仅含有随机误差的平面拟合参数与精度

方法

最小二乘法

特征值法

稳健特征值法

改进的稳健特征值法

a

0.175 02
0.168 04
0.162 91
0.165 73

b

0.844 13
0.845 48
0.846 57
0.845 54

c

0.506 77
0.506 88
0.506 73
0.507 54

d

0.747 72
0.842 88
0.857 01
0.857 03

σ

0.078 24
0.061 28
0.062 45
0.061 81

ε

-
-

0.17
动态

表4 含有离群点和随机误差的平面拟合参数与精度

方法

最小二乘法

特征值法

稳健特征值法

改进的稳健特征值法

a

0.180 22
0.173 50
0.172 38
0.169 12

b

0.848 35
0.846 90
0.844 62
0.846 08

c

0.497 83
0.502 60
0.506 86
0.505 52

d

0.573 81
0.753 71
0.820 42
0.820 54

σ

0.093 26
0.079 67
0.062 47
0.061 51

ε

-
-

0.17
动态

3 结 论

本文提出的基于阈值改进的稳健特征值法通过 σ

自动改变 ε，大幅降低了算法去噪过度和去噪不充分

的概率，提高了算法的自适应性；同时将点数阈值改

进为 η，作为每次迭代评定内点模型可靠性的标准。

本文分别以仅含随机误差的点云数据和含离群点的随

机误差点云数据作为仿真实验的模拟数据，利用本文

方法处理两组实验数据获得的平面拟合精度分别为

0.061 81和 0.061 51，并无明显差异，而最小二乘法、

特征值法和稳健特征值法在添加异常值后的平面拟合

精度均有不同程度的下降，且本文方法的平面拟合精

度高于其他 3种方法，说明本文方法去除异常点的效

果明显，平面拟合精度较高。在 ε改进方面，本文通

过自动调整 k 值使得每次迭代尽可能地符合内点占比

要求，这意味着得到相同数量符合内点占比要求的内

点子集，该方法需要的迭代次数更少，相应的算法时

长也更短，大幅提高了算法效率。
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