
立体像对相对定向是摄影测量三维重建的基本问

题之一，通过恢复摄影时刻相邻两张相片摄影光束的

相互关系，从而使同名光线对对相交[1]。在竖直航空

摄影测量中，立体像对相对定向时相片间的旋偏角较

小（一般小于6 °），解算时先将相对定向元素初始值

取 0，再通过牛顿迭代法计算精确值。随着传感器技

术的发展，以无人机倾斜摄影测量系统为代表的低空

遥感平台在城市三维建模中得到了日益广泛的应

用[2]。由于质量小、航高低，低空遥感平台获取影像

的姿态角稳定性受气流影响明显，立体影像间存在的

大旋偏角可能导致传统相对定向方法失效。国内外学

者对大倾角立体像对相对定向元素解算进行了深入研

究，其中直接法[3]基于代数理论，无需初始值，在相

机畸变校正参数已知的情况下，至少需要 5个同名点

即可解算相对定向参数[4-5]，该方法在观测值误差较小

时具有较高的精度，但存在结果不唯一和错误解剔除

问题；法矩阵分解法通过分解基础矩阵直接解算相对

定向元素[6]，如马友青等[7]将基于奇异值分解的加权总

体最小二乘平差理论应用于立体像对相对定向，在保

证精度的同时直接计算相对定向参数；迭代法的解算

精度高且能充分利用多余观测值，但需获取理想的初

始值。为克服牛顿迭代法对初值敏感、Hesse矩阵计

算量大的缺陷，近年来学者们开展了大量研究，如信

赖域方法 [8]可改善初始值对迭代收敛稳定性的影响；

同伦法[9]通过构造一个与原映射的维数和定义域相同

的新映射从而扩大初始值取值范围；L-M算法[10]综合

了最速下降法和线性化（泰勒级数）方法，以加快最

优值搜索过程；拟牛顿法[11]利用目标函数梯度的差分
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构造目标函数Hesse矩阵的近似矩阵，再基于牛顿方

程产生的搜索方向完成迭代过程。袁修孝等[12]从基础

矩阵推导出相对定向元素并作为相对定向求解的初

始值，再通过迭代求解来获得精确的相对定向元素

值；王一等[13]对基于计算机视觉原理的增量式相对定

向算法进行全局一次性平差改进优化，进而提高相

对定向参数精度；李佳田等[14]基于随机爬山算法对相

对定向元素初值进行随机扰动优化，采用共轭梯度

法取代相对定向中的最速下降法，以提高迭代收敛

速度；闸旋等[15]在分析独立法相对定向和连续法相对

定向中分别作为基准坐标系的基线坐标系与左方像

空间坐标系之间的转换关系的基础上，推导出独立

法和连续法相对定向元素的直接转换方法。在摄影

测量三维重建过程中，相对定向得到的立体模型还

需通过绝对定向以确定其在物方坐标系中的方位和

比例，从而获取目标的三维空间坐标[16]。胡华宗[17]通

过模拟影像建立空间坐标，获取实际空间与平面模

型间存在的属性关系，并依据复杂地形空间参数建

立投影模型，简化了绝对定位过程。为解决迭代法

初始值依赖问题，本文首先利用高精度同名点坐标

观测值构建非线性方程组；再利用信赖域折线算法

进行解算并将方程组解作为后续迭代初始值；最后

采用非线性共轭梯度法进行迭代，以提高相对定向

参数解算精度。

1 研究方法

单独像对相对定向以摄影基线为空间辅助坐标系

的 X 轴，相对定向元素的左影像为 (φ1κ1) ，右影像

为 (φ2ω2κ2) ，解析表达式基于共面条件方程，即
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式中， (BXBYBZ) 为摄影基线分量； (X1Y1Z1) 、

(X2Y2Z2) 为像点空间辅助坐标。

共面条件方程是一个非线性函数，可按照多元函

数泰勒公式展开并取一次项，则有：

v = ¶F
¶φ1

dφ1 +
¶F
¶κ1

dκ1 +
¶F
¶φ2

dφ2 +
¶F
¶ω2

dω2 +

¶F
¶κ2

dκ2 - (F -F0) （2）
式中， F0 为根据相对定向元素的近似值得到的 F

值； dφ1 、 dκ1 、 dφ2 、 dω2 、 dκ2 分别为相对定向待

定参数的改正数。

1.1 理想相对定向参数初始值的获取

信赖域方法可改善初始值对迭代收敛稳定性的影

响。其基本思想为：在当前点的某领域（称为信赖

域）内建立一个与目标函数充分近似的二次模型，基

于二次模型在该领域内的最优值产生新的迭代点。在

迭代过程中，若新的迭代点不能使目标函数充分下

降，则说明二次模型与目标函数的近似度不够高，需

要缩小信赖域半径；反之，扩大信赖域半径。通常信

赖域模型的目标函数为：

mk(d)= f (xk)+ g T
k d + 1

2
d T Bk d （3）

式中， Bk 为 Ñ2 f (xk) 近似； mk(0)= f (x k) 。

由此，信赖域方法的子问题为：

min{mk(d)|dÎRn d Dk} （4）
式中， Dk 为信赖域半径，假设矩阵 Bk 正定，

d B
k = -B-1

k gk 是 mk(d) 在 Rn 上的全局最优解，因此当

 B-1
k gk Dk 时，可取 dk = d B

k ，但该条件不一定满

足。当 Dk 很小时，线性函数 f (xk)+ g T
k d 与 f (xk + d)

在信赖域内有很好的近似性，此时该线性函数在信赖

域中的最小值点 d C
k = -

Dk

 gk

gk 可视为信赖域子问题的

最优解；当 Dk 逐渐增大时， d B
k 为信赖域子问题的最

优解。综上所述，在 Dk 逐渐增大的过程中，其最优

解为在由 d C
k 、 d B

k 构成的折线上求解子问题。

令 d u
k = -

 gk

2

gk
T Bk gk

gk 并取

dk(τ)=
ì
í
î

τd u
k 若τÎ[ ]0 1

d u
k + (τ - 1)(d B

k - d u
k ) 若τÎ[ ]1 2

折线方法就是沿着折线方向 dk(τ) 求取式（4）的

最优解。编程实现过程中，本文将最大迭代次数、迭

代终止限差、信赖域半径初始值、信赖域半径最大

值、信赖域变化 （缩小或增大） 判断阈值、信赖

域半径缩小系数、信赖域半径扩大系数分别设置为

1 000、10-6 、0.1、1.0、0.1、0.5、2.0。
1.2 相对定向参数精确值的计算

共轭梯度法是基于前一迭代点的搜索方向对当前

迭代点的负迭代方向进行修正，从而产生新的搜索方

向，即搜索方向为当前迭代点负梯度方向与前一搜索

方向的线性组合。迭代过程中只需计算目标函数和梯

度函数，是共轭梯度法的优点。共轭梯度法将线性方

程问题转化为二次规划问题，即

min
xÎRn

f (x)= 1
2

xT Ax - bT x （5）
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针对系数矩阵 A 构造共轭方向，再进行线搜索，

迭代计算公式为：

xk + 1 = xk + αk dk （6）
式中， αk = argmin

α  0
{ f (xk + αk dk)}为步长； dk =

{-gk k = 1
-gk + βk dk - 1 k  2

为搜索方向， gk =Ñf (xk)
T 。

共轭梯度法应用于非线性函数时， βk 的构造形

式并不唯一。FR 公式和 PRP 公式是两种常用的方

法，PRP公式的理论性质虽然不如 FR 公式，但数值

效果优于 FR 公式，因此本文采用该公式，即 β PRP
k =

g T
k (gk - gk - 1)

 g k - 1

2
。

编程实现过程中，本文将最大迭代次数、梯度误差

阈值、Armijo准则常数分别设置为1 000、10-6 、0.4。
2 实验结果与分析

2.1 实验数据与环境

为验证本文算法的有效性，采用两组不同场景、

分辨率的无人机影像进行对比实验。实验数据一为加

拿大卡尔加里大学提供的下视无人机影像公开数据集[18]

（图 1），航向重叠度超过 80%，尺寸为 4 872×3 248，
像元大小为7.4 μm ，空间分辨率优于1.5 cm；外方位

角 元 素 分 别 为 (-0.463 8°-2.320 2°-90.964 1°) 、

(-1.372 4°-1.341 7°-83.497 5°) 。部分地面控制点

对应的自动量测同名像点坐标见表 1，像点坐标观测

精度约为±0.3像素。实验数据二为武汉市某地区的倾

斜无人机立体影像对（图 2），航拍相机镜头焦距为

35 mm，尺寸为 6 000×4 000，像元大小为 3.9 μm ，

空间分辨率为 3 cm。采用人工量测的 8个同名像点进

行相对定向元素解算，通过理论计算值与实际观测值

的差值来衡量像点坐标观测精度，像点坐标观测精度

约为±0.5像素。

a 基准影像 b 待匹配影像图

图2 倾斜立体影像对

2.2 实验结果分析

2.2.1 实验数据一

随机选择 5 组同名点像点坐标构成非线性方程

组，以（0,0,0,0,0）为初始值分别采用拟牛顿法、信

赖域法、同伦法、L-M算法、本文算法进行解算，并

将其作为后续迭代解算的初始值。结果表明（表 2），

拟牛顿法与本文算法得到的解算值相似度较高，且

φ1 、 φ2 、 ω2 均小于5 °，其余3种方法得到的解算值

差异较大。由相对定向元素计算结果（表 3）可知，

所有算法的初始值最终都能够获得迭代计算结果，拟

牛顿法、信赖域法有部分计算结果超出了合理的取值

范围；同伦法、L-M 算法的计算结果高度相似，但

κ1 、 κ2 值大于 90 ° ；本文算法的φ1 、 φ2 、 ω2 值较

小， κ1 、 κ2 值较大但都在 90 °以内。在算法耗时方

面，拟牛顿法的耗时最短（0.019 7 s），信赖域法为

0.029 5 s、L-M算法为0.031 5 s、本文算法为0.020 6 s，
同伦法耗时最长（1.030 6 s）且与其他算法存在明显

的数量级差异。

表2 迭代初始值 /( )°

方法

拟牛顿法

信赖域法

同伦法

L-M算法

本文算法

φ1

1.930 0
30.911 6
70.056 6
80.867 6
1.929 6

κ1

-73.642 3
24.639 3

-63.430 5
-123.266 1
-73.643 6

φ2

-4.547 4
28.512 3
62.172 1
72.933 3
-4.548 5

ω2

-3.661 2
7.486 1

12.822 4
-13.394 9
-3.658 4

κ2

-70.479 6
24.912 5

-74.159 3
-108.467 4
-70.480 4

表3 相对定向元素计算结果 /( )°

方法

拟牛顿法

信赖域法

同伦法

L-M算法

本文算法

φ1

-78.146 0
76.655 5
78.146 2
78.146 2
-4.056 2

κ1

-298.940 4
-153.651 1
-118.941 5
-118.941 3
-87.990 8

φ2

-70.107 7
71.325 2
70.107 9
70.107 9
-3.760 7

ω2

9.460 4
-3 274.533 8

-9.461 0
-9.460 9
1.139 3

κ2

-288.268 5
3 122.768 7
-108.269 1
-108.268 9
-87.327 3

a 基准影像 b 待匹配影像

图1 下视立体影像

表1 同名点像点坐标/mm

编号

1
2
3
4
5
6
7
8

xb

-5.058 3
8.368 0
7.535 0

-16.714 0
1.590 0
12.290 3

-12.530 5
11.455 0

yb

6.868 1
10.053 0
3.465 6
1.577 1

-4.568 7
-1.875 6
2.038 1
11.079 8

xm

-4.538 3
9.092 9
8.162 3

-16.219 6
2.024 1
12.947 8

-12.058 9
12.261 2

ym

1.971 5
5.113 7

-1.765 8
-3.237 5

-10.175 4
-7.648 4
-2.823 0
6.147 0

吴 春等：一种大倾角单独像对相对定向混合算法 ··23
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由不同方法得到的核线影像同名像点 y 坐标差值

可知（表 4），理论值应为 0，信赖域法的精度最低；

拟牛顿法、同伦法、L-M算法均有个别同名像点 y 坐

标差值达到了 10-3 数量级；本文算法的差值非常

小，优于 10-3。实验数据一生成的灰度核线影像见

图 3。为进一步验证本文算法的有效性，从表 1另外

随机选择 5 组同名像点坐标进行相对定向元素解算

对比实验，结果表明 （表 5） 本文算法具有良好的

稳定性。

a 基准影像 b 待匹配影像

图3 下视立体核线影像对

表4 实验一核线影像同名像点 y 坐标差值/mm

方法

拟牛顿法

信赖域法

同伦法

L-M算法

本文算法

1
-0.022 5

-104.864 6
0.022 5
0.022 4
0.000 2

2
0.037 1

137.953 2
-0.037 0
-0.037 3
0.000 4

3
-0.146 6
90.908 2
0.145 8
0.145 9

-0.001 9

4
-0.037 9

-26.914 8
0.037 9
0.037 9

-0.000 1

5
-0.067 2
105.353 2
0.064 8
0.065 3
0.000 3

6
2 881.522 0

33.675 2
-3 560.678 4
-3 325.880 6

0.000 6

7
0.077 1

-36.684 0
-0.077 2
-0.077 2
0.000 1

8
-0.014 4
121.805 0

0.014 1
0.014 1
0.000 3

表5 实验一相对定向元素计算结果/( )°

编号

1
2
3
4
5

φ1

-4.056 177 44
-4.056 177 96
-4.056 177 54
-4.056 177 53
-4.056 177 73

κ1

-87.990 799 29
-87.990 796 53
-87.990 799 63
-87.990 799 67
-87.990 799 48

φ2

-3.760 744 08
-3.760 744 88
-3.760 744 18
-3.760 744 17
-3.760 744 59

ω2

1.139 303 23
1.139 303 59
1.139 303 18
1.139 303 18
1.139 303 36

κ2

-87.327 280 4
-87.327 277 7
-87.327 280 7
-87.327 280 8
-87.327 282 9

2.2.2 实验数据二

计算结果表明（表 6、7），拟牛顿法、同伦法因

迭代不收敛无法解算相对定向元素值；L-M算法、信

赖域法、本文算法能得到解算结果且计算值都在合理

范围内；L-M算法结果与本文算法高度相似，但精度

略低；本文算法核线影像同名像点 y 坐标差值稳定在

10-3 数量级。在算法耗时方面，本文算法耗时最短

（0.022 4 s），信赖域法耗时最长（0.346 7 s），且与其

他两种算法存在数量级的差异。

表6 实验二相对定向元素计算结果/( )°

方法

拟牛顿法

信赖域法

同伦法

L-M算法

本文算法

φ1

不收敛

-20.115 9
不收敛

-24.045 7
-23.986 3

κ1

27.479 2

28.510 2
28.725 2

φ2

35.987 7

47.423 6
47.540 0

ω2

-4.231 4

-5.381 6
-5.167 7

κ2

-38.662 7

-38.101 1
-38.530 9

表7 实验二核线影像同名像点 y 坐标差值/mm

方法

信赖域法

L-M算法

本文算法

1
0.411 0
0.159 0

-0.000 4

2
0.313 6
0.128 2

-0.002 8

3
0.640 2

-0.139 2
0.001 3

4
0.907 9
0.188 7
0.006 3

5
0.976 4
0.150 5

-0.001 7

6
1.064 3

-0.220 5
-0.003 8

7
0.900 6
0.214 4

-0.000 9

8
0.644 6
0.208 9
0.001 6

3 结 语

本文提出了一种大倾角单独像对相对定向混合算

法。无人机航空影像数据对比实验结果表明，该算法

能获取良好的迭代初始值，并正确解算大倾角立体像

对的相对定向元素，具有精度高、稳定性好的特点。

与计算机视觉领域的经典相对定向算法进行对比是后

续研究的重点内容。
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