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摘　要： 变异函数量化了空间 2 点地质属性的变异性，对地质统计分析至关重要。当地质数据随空间坐标呈现

趋势变化时，正确选择和估计变异函数十分困难。为实现变异函数的模型选择和参数估计，提出了基于贝叶斯理

论的变异函数选择方法，采用拉普拉斯近似方法将后验概率分布近似为高斯分布。首先计算出参数的后验概

率分布，随后分别计算每个备选变异函数的贝叶斯模型证据，以确定最优模型。探讨了 3 种模型选择方法在变异

函数选择中的适用性，包括贝叶斯模型证据（BME）、Akaike information criterion（AIC）识别准则和 Bayesian infor-
mation criterion（BIC）识别准则。通过实测静力触探试验的锥端阻力数据，说明了该方法，并从模型拟合度和复杂

度罚值 2 个方面比较 3 种方法在变异函数模型选择中的差异性。研究表明，给定试验数据条件下，BME 能够合

理地考虑变异函数的拟合度和复杂性；而 AIC 和 BIC 识别准则在模型参数个数相同时，仅能反映不同变异函

数的拟合度差异，因此，在这种情况下推荐采用 BME 选择变异函数。本研究方法能够在考虑趋势项参数条件

下合理地选择地质统计学变异函数，所选最优变异函数与试验变异函数较一致，为地质统计学分析提供了有效的

参考。
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受地质作用、沉积历史、环境和荷载变化等因

素的影响，岩土体性质具有显著的空间变异性。空

间变异性是岩土参数不确定性的主要来源之一[1-4]。

准确表征场地岩土参数的空间变异性对工程设计

与分析至关重要。地质统计学方法（如：克里金等方

法[5]）为空间变异性表征和岩土体参数估计提供了有

效工具[6]，通常采用变异函数刻画空间 2 点地质属性

的变异性和相关性。

确定变异函数对地质统计学分析至关重要[7-9]。

常用的理论变异函数模型包括球状模型、指数模型

和高斯模型等，如图 1 所示。传统地质统计学分析

通常根据去趋势化的勘察数据计算试验变异函数，

然后根据理论变异函数模型拟合试验变异函数点图，

拟合过程中需要给定变异函数的理论模型。变异函

数因场地和数据而异，勘察数据趋势项直接影响变

异函数的拟合结果。然而，传统人为选择理论模型

的方法无法定量地确定最适合的变异函数，亟需发

展一种根据场地勘察数据自动选择变异函数的有效

方法[10-11]。

CAO 等[12] 提出了基于贝叶斯模型证据的岩土

参数自相关函数的模型选择方法，通过不含趋势项

的静力触探数据说明和验证所提方法；田密等[13] 拓

展了该方法，基于静力触探数据选择砂土有效内摩

擦角的自相关函数类型；ZHAO 等[14] 利用贝叶斯高
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斯过程回归预测岩石单轴抗压强度，通过贝叶斯模

型选择提高了预测的准确性。然而，上述方法仅适

用于针对不含趋势项条件的岩土参数自相关函数选

择问题[15-16]，而对含趋势项条件下的空间变异函数选

择问题缺乏探讨。此外，文献中的模型选择准则除

了贝叶斯模型证据（BME）外，还有 Akaike informa-
tion  criterion（AIC）识别准则、Bayesian  information
criterion（BIC）识别准则[17-18] 等，不同识别准则对地

质统计学变异函数选择的适用性尚未可知。

本研究提出了一种基于贝叶斯理论的岩土参数

变异函数的模型选择和参数估计方法，适用于含趋

势项的勘察数据（比如静力触探锥尖阻力）。该方法

基于拉普拉斯近似计算不同备选变异函数模型的贝

叶斯模型证据（BME），根据勘察数据和先验知识选

择最可能的变异函数作为最优模型。在此基础上，

对比了 3 种模型选择准则（即 BME、AIC 和 BIC）在

变异函数模型选择中的适用性，将 3 种准则的评价

指标分为模型拟合度和复杂度罚值，分析了模型拟

合度和复杂度罚值在模型比选中的影响和作用。 

1    基于贝叶斯理论的空间变异性参
数识别与变异函数模型比选方法

β

岩土体空间变异性可以分解为趋势项和内在空

间变异性[19]，本研究考虑线性空间趋势项，令  为空

间趋势项模型参数。变异函数量化了空间 2 点地质

属性的内在变异性，包括指数模型、高斯模型、球状

模型，每种变异函数对应着各自的协方差函数，如

表 1 所示。 

1.1    贝叶斯参数识别与模型选择框架

θ令  表示空间变异性表征所需参数，包括表示

θ

P(θ)

z θ

P(θ|z,Ci)

趋势项函数和变异函数的参数。  的先验概率分布

为  。根据贝叶斯定理，给定变异函数 C条件下，

结合勘察数据  以及先验知识，可得  的后验概率

分布  为[20-21]：

P(θ|z,Ci)= kL (θ|Ci) P(θ|Ci)= kP(z|θ,Ci)P(θ|Ci)，（1）

L (θ|Ci) = P(z|θ,Ci) θ

z k θ

式中：  ，为给定  值时观测结果为

 的可能性，称为似然函数；  为与  无关的归一化

系数。

C*(h) Nm Ci(i = 1,2, ...,Nm)

Pr(Ci|z)

贝叶斯模型选择方法通过计算每个备选变异函

数的模型概率，并选取概率最大的模型为最优模型

 。设有  个备选的变异函数  ，
根据贝叶斯公式，Ci 的后验概率  计算如下[22]：

Pr(Ci|z) =
P(z|Ci)Pr(Ci)

P(z)
， （2）

P(z|Ci) Ci

z Pr(Ci)

Ci

1/Nm P(z) =
Nm∑
i=1

P(z|Ci)P(Ci) Ci

Pr(Ci|z)

C*(h) P(z|Ci)

式中：  表示在给定模型  时观测到勘察数据

 的可能性，称为贝叶斯模型证据 BME；  表示

 的先验概率。在先验信息不足时通常假定每个

备选变异函数的先验概率相等，均为  。 

 为与   无关的归一化常数。因此，

 的相对大小取决于贝叶斯模型证据 BME，模
型证据数值最大时对应的变异函数模型即为最优模

型  ，模型证据  可由下式计算：

P(z|Ci) =
w

uk

P(z|θ,Ci)P(θ|Ci)dθ。 （3）
 

1.2    先验分布

θ

β c0 c1 θ =

[β,c0,c1,a]

贝叶斯参数识别与模型选择的关键一步是确

定先验分布。如前所述，不确定性参数  包括趋势

项参数  和变异函数的参数   ，   和 a，即  
 。先验分布应能够反映未获取勘察数据

 

表 1    常用理论变异函数模型及其协方差函数公式

Table 1    Commonly  used  theoretical  variance  function  model
and its covariance function formula

 

模型 γ (h)变异函数 C(h)协方差函数 
指数

模型

c0+ c1(1− exp(−h/a)) ,h > 0
0 ,h = 0

c1 exp(−h/a) ,h > 0
c0+ c1 ,h = 0

高斯

模型

c0+ c1(1− exp(−h2/a2)) ,h > 0
0 ,h = 0

c1 exp(−h2/a2) ,h > 0
c0+ c1 ,h = 0

球状

模型


c0+ c1 , h > a

c0+ c1

(
1.5

h
a
−0.5

h3

a3

)
,0 < h ⩽ a

0 , h = 0


0 ,h > a

c1

(
1−1.5

h
a
+0.5

h3

a3

)
,h ⩽ a

c0+ c1 ,h = 0

c0 c1 c0+ c1 a

h

注：  为块金值；  为偏基台值；  为基台值；  为变差距离

或相关长度；  为空间2点的距离；下同
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图 1    试验变异函数和常用的理论变异函数模型

Fig. 1    Experimental  variation  function  and  commonly  used
theoretical variation function model
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时对模型参数的认知状态[23]。为了便于后验分布和

模型证据计算，本研究假设先验分布为正态分布，即

β ∼ N
(
β̄,ωβ

)
;c0 ∼ N

(
c̄0,ωc0

)
;

c1 ∼ N
(
c̄1,ωc1

)
;a ∼ N (ā,ωa) ， （4）

β̄ ωβ

c̄0 c̄1 ā c0 c1

ωc0 ωc1 ωa c0 c1

式中：  表示趋势项参数的平均值；  表示趋势项

参数的标准差；  ，  ，   分别为  ，  和 a的先

验平均值；  ，  和  分别为  ，  和 a的先

验标准差。

c0

c1

c0 c1

建议先验标准差取为较大值，令先验分布提供

较少的先验信息，由数据确定模型参数的后验分布。

块金值  表示在极短距离（理论上为 0）内变量的不

规则波动或测量误差引起的方差；基台值  表示变

量在较大距离（即变程）内达到稳定状态时的总体变

异程度。  ，  和 a均不可为负，采用正态分布作

为先验分布时应当注意取值的合规性，在后文优化

过程中在合理定义域内取值。

P(θ|Ci) θ

假设根据先验信息不同参数独立，先验分布

 为  的联合正态分布形式，表达如下：

P(θ|Ci) =
1

(2π)3/2ωβωµωσωλ
× exp

− 1
2ω2
β

(β−β0)2−

1
2ω2
µ

(µ−µ0)2− 1
2ω2
σ

(σ−σ0)2− 1
2ω2
λ

(λ−λ0)2

}
，

（5）

µ µ0

σ σ0

λ λ0

式中：  ，  分别为先验信息的均值与高斯后验分

布的均值；  ，  分别为先验信息的标准差与高斯

后验分布的标准差；  ，  分别为先验信息的相关

距离与高斯后验分布的相关距离。 

1.3    似然函数

q = G (θ) q

q
z
ε

令  为趋势项，  为趋势项预测值。由

于空间变异性的复杂性，趋势项函数无法准确地刻

画岩土参数的空间变异性，趋势项预测值  与现场

观测值  存在差别，这种差别通常被称为内在空间

变异性  ，表达如下：

z = G (θ)+ε （6）

ε z
G (θ) C

采用零均值高斯随机场描述  [24]，则  服从均

值向量为  ，协方差矩阵为  的多维高斯分布，

表达式如下：

P (z|θ,Ci) =(2π)−n/2|detC|−1/2×

exp
{
−1

2
[z−G (θ)]TC−1 [z−G (θ)]

}
。
（7）

θ

z

式（7）为本研究似然函数，定量反映了在给定 
条件下，对应的空间变异性表征模型（包括趋势项和

变异函数）和勘察数据  的拟合度。 

1.4    后验分布

C θ P(θ|z,Ci)

p (θ|z)

θ

θ∗ = (β∗,c0
∗,c1

∗,a∗)

θ (β,c0,c1,a)

− ln P (θ|z,Ci)

f (θ) = − ln P(θ|z,Ci)

f (β∗,c0
∗,c1

∗,a∗)

给定变异函数  条件下，  的后验分布 
函数形式比较复杂，采用数值积分计算后验分布计

算效率较低，通常需要借助随机模拟方法或近似求

解方法[25]。本研究采用拉普拉斯近似方法计算参数

后验分布，将其近似为高斯分布。基于此，当 
最大化时，  的后验均值等于后验概率密度的最大

后验估计，表示为  。在拉普拉斯

近似方法中，确定  的后验均值简化为在 
多维空间上最小化函数  确定最大后验

估计。因此，定义优化目标函数  ，
求出使  取得最小值的点  ：

θ∗ = arg minθ f (θ)。 （8）

在拉普拉斯近似方法中，逼近后验高斯概率密

度函数的协方差矩阵 H[26]：

H =



∂2 f
∂θ1

2

∂2 f
∂θ1∂θ2

∂2 f
∂θ1∂θ3

∂2 f
∂θ1∂θ4

∂2 f
∂θ2∂θ2

∂2 f
∂θ2∂θ3

∂2 f
∂θ2∂θ4

∂2 f
∂θ3∂θ3

∂2 f
∂θ3∂θ4

sym.
∂2 f
∂θ4∂θ4



−1

。（9）

θ∗ = (β∗,c0
∗,c1

∗,a∗) θ

矩阵 H的主对角线元素为参数的后验方差，非

对角线元素为参数的协方差。在高斯分布假设下，

 和 H共同表达了  的后验分布。 

2    变异函数模型选择方法
 

2.1    贝叶斯模型证据 BME

θ∗

基于公式（3）计算贝叶斯模型证据需要计算高

维积分。为避免高维积分，给定变异函数 Ci 下，根

据拉普拉斯近似求得  和 H后，贝叶斯模型证据

BME 近似计算如下：

ln (P (z|Ci)) = ln (P (z|θ∗,Ci))+ ln (P (θ∗|Ci))+
d
2

ln(2π)− 1
2

ln(|H|)，
（10）

ln (P (z|θ∗,Ci)) θ∗

P (θ∗|Ci) θ∗
式中：  为参数最大后验估计  对应的

对数似然函数值；  为  对应的先验概率分

布值；d为模型参数的数目。

C*(h) ln (P (z|θ∗,Ci))

贝叶斯模型选择方法中分别计算在不同变异函

数对应的 BME值，在先验模型概率分布 Pr（Ci）为离

散均匀分布条件下，选择概率 BME值最大的模型

为最优模型  。公式（10）中  代表
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− ln (P (θ∗|Ci))−
d
2

ln(2π)+
1
2

ln((|H|))模型拟合度，   代

表模型复杂度罚值。可见，基于 BME 进行模型选择，

倾向于选择拟合度较大、罚值较小的模型[27-28]。 

2.2    AIC准则

AIC 准则是模型选择中常用的准则之一，定义

如下[29]：

AIC = −2ln P(z|θ,Ci)max+2d， （11）

Pr(z|θ,Ci)max式中：  为模型对应的似然函数最大值，

计算所采用的值与公式（10）一致。

2ln Pr(z|θ,Ci)max

2d

如表 1 中指数模型、高斯模型和球状模型均含

有 3 个参数。与 BME 类似，  代表模

型拟合度，  为模型复杂度罚值。由式（11）可知，

拟合度越大或罚值越小，AIC值越小。因此，选取

AIC值最小的模型为最优模型。 

2.3    BIC准则

在模型选择中的另一个准则为 BIC 准则，定义

如下[29]：

BIC = −2ln P(z|θ,Ci)max+d ln
(
Nm

)
， （12）

2ln Pr(z|θ,Ci)max d ln (Nm)

式中：Nm 为数据点个数。类似于 AIC 准则，BIC 准

则中  代表模型拟合度，  代表

模型复杂度罚值，最小 BIC值对应最优模型。

本节介绍了 BME、AIC 识别准则和 BIC 识别准

则的定义及计算方法，公式详见式（10）～（12）。表 2 总

结了 3 种判别准则的拟合度与罚值，具体讨论见算例。
 
 

表 2    3种模型比选准则

Table 2    Three model selection criteria
 

模型比选 拟合度 罚值

BME ln (P (z|θ∗,Ci)) − ln (Pr (θ∗|Ci))−
d
2

ln(2π)+
1
2

ln(|H|)

AIC 2ln P(z|θ,Ci)max 2d

BIC 2ln P(z|θ,Ci)max d ln (Nm)

注：表中代号含义详见正文
  

3    计算流程

所提地质统计学变异函数参数识别和模型选择

方法计算流程主要包括以下 5 步：

N Ci(i = 1,2, ...,N)（1）确定  个备选模型  ，如指数

模型、高斯模型、球状模型。

（2）根据勘测数据以及工程经验确定参数 θ的

先验分布。

N Ci（3）对  个备选模型  ，分别通过式（4）～（9）
计算参数的后验分布。

N Ci（4）根据式（10）计算   个备选模型   的模型

证据。

（5）通过 MATLAB 软件 [30-31] 开发了计算程序，

实现上述功能，只需要输入勘察数据、先验分布以及

备选变异函数，就可以获得每个变异函数对应的后

验分布和模型证据值，根据模型证据定量地选择变

异函数。值得注意的是，所提方法中可以同时识别

趋势项函数和变异函数参数，分析前无需进行去趋

势项处理，简化了分析过程，便于应用。 

4    算　例

qc

β β0

β1

采用国际土力学及岩土工程学会 ISSMGE
TC304 数据库（304 dB）中位于美国南卡罗来纳州好

莱坞场地的 25 套圆锥静力触探试验（CPT）数据说明

所提方法。CPT 测试点分布如图 2 所示，25 套 CPT
的锥尖阻力  数据如图 3 所示。在每次测试中，数

据间隔为 0.02 m。图 3 显示了土层的 qc 剖面与深

度的关系，在土层的顶部和底部有一些异常值。因

此，本研究选择 2～13 m 无异常值的数据进行分析。

岩土工程中根据场地情况，趋势函数可以假设为线

性或非线性多项式，假定 qc 与深度呈现线性趋势，采

用所提方法识别趋势项参数  ，  为常数项参数，

 为一次项参数。

qc首先以 P1-6 点位的  数据为例说明基于拉普

拉斯近似的贝叶斯参数识别与模型选择方法，然后

开展基于 BME、AIC 准则、BIC 准则的变异函数模

型比较研究[32-34]。本算例中采用较为常见的 3 种模

型（即指数模型、高斯模型和球状模型），如表 1 所示。

参数的先验信息，采用前文所述的正态分布（式（4）），
模型参数取值见表 3。 
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图 2    25 套圆锥静力触探试验 (CPT) 测试的空间分布

Fig. 2    Spatial distribution of 25 sets of CPT tests
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4.1    贝叶斯参数识别与模型选择结果

基于 P1-6 点位 CPT 测试数据及正态分布的参

数先验信息，利用拉普拉斯近似方法计算可得到模

型参数的后验分布（后验均值与标准差）和 BME值

（式（10））。表 4 为不同变异函数条件下后验均值、

后验标准差和模型证据、模型选择概率。图 4 对比

了不同变异函数条件下的模型参数先验分布（蓝色

qc

实线）和后验分布（虚线），在相同数据条件下变异函

数显著影响模型参数的后验分布。如表 4 所示，根

据 P1-6 点位的 CPT 测试数据，球状模型对应的

BME数值最大，因此 P1-6 数据对应的最可能变异函

数为球状模型。图 5 对比了 P1-6 点位  数据的试

验变异函数与 3 种模型的理论变异函数，3 种方法识

别的最优模型均与试验变异函数具有较好一致性，

其中 BME 方法所得的球状模型的拟合效果更好，尤

其是在相对距离较短处（如<1 m）。
 

4.2    模型选择方法比较研究

前文基于先验信息及 P1-6 点位测试数据，利用

贝叶斯模型选择方法确定了该套数据对应的模型证

据 BME。本节对比 BME、AIC 识别准则和 BIC 识
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图 3    25 套 CPT 测试的锥尖阻力 qc

Fig. 3    Cone tip resistance for 25 CPT tests

 

表 3    模型参数的先验分布

Table 3    Prior distribution of model parameters
 

模型参数 β0 β1 c0(⩾ 0) c1 (⩾ 0) a (⩾ 0)

平均值 0 0 5 30 5

标准差 10 10 100 200 10

注：β0. 常数项参数；β1.一次项参数；下同

 

表 4    P1-6点位 CPT测试数据下 3种模型的计算结果

Table 4    Calculation results of three models under P1-6 data
 

模型
后验均值 后验标准差

模型证据 模型选择概率
β0 β1 c0 c1 a β0 β1 c0 c1 a

球状模型 6.39 −1.31 0.95 8.85 2.08 0.99 0.41 0.34 9.39 0.06 −122.43 0.681 4

高斯模型 6.57 −0.98 1.33 8.38 1.18 0.99 0.51 0.87 15.42 0.84 −150.81 0

指数模型 6.45 −1.19 0.52 9.23 1.22 1.00 0.46 0.44 13.85 0.44 −123.19 0.318 6
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别准则的变异函数选择结果。与 BME 不同，AIC
和 BIC 准则中选择 AIC值和 BIC值最小的模型为

最优模型。如表 5 所示，根据 P1-6 点位试验数据，

采用 AIC 和 BIC 识别的最优模型为指数模型，在给

定相同试验数据条件下 BME 和 AIC（或 BIC）选择

的模型并不一致。如图 5 所示，BME 选择的球状模

型和试验变异函数更加一致。

2d d ln(Nm)

2 ln P(z|θ,Ci)max

ln (P (z|θ∗,Ci))

− ln (P (θ∗|Ci))+
d
2

ln(2π)+

如式（11）和（12）所示，AIC 准则与 BIC 准则的

拟合度一致，但是罚值不同。当模型参数数目相同

且数据量一致时，不同模型的 AIC 和 BIC 惩罚项

（即  和  ）相同，模型选择完全取决于拟合

度（即   ）。然而，对于 BME，变异函

数不仅影响模型拟合度（即  ），而且影

响模型复杂度惩罚项（即  

1
2

ln((|H|))

θ∗

H

 ）。因此，尽管球状模型的拟合度略低于

指数模型，由于相对更低的罚值被认为是更加合适

的模型。罚值的大小体现在表 5 中的参数后验方差，

当 Hessian 矩阵的行列式越小，表示后验分布的曲率

越大，即后验分布较为集中。相对于 AIC 和 BIC 识

别准则，BME 更加全面地考虑了模型选择过程中不

同模型对空间变异性模型参数识别（如  ）及其不

确定性（如  ）的影响。 

4.3    关于不同模型选择方法中拟合度和罚值的讨论

为了进一步探讨 3 种方法在变异函数模型选择，

分别采用 304 dB 中的 25 组数据开展研究。图 6 所

示为 BME、AIC 准则和 BIC 准则对应的 25 套 CPT
数据的最优变异函数模型选择结果。如图 6 所示，

AIC 准则和 BIC 准则得到的最优模型完全一致，其

中 14 组选择指数模型，7 组数据对应高斯模型，4 组

数据对应球状模型；相反，根据 BME，15 组数据选择

球状模型，1 组数据对应高斯模型，9 组数据对应指

数模型。如前所述，不同模型选择方法由于拟合度

和罚值不同，所选结果有所不同，但是给定模型选择
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图 4    不同变异函数条件下模型参数的先验分布和后验分布

Fig. 4    Prior distribution and posterior distribution of model parameters under different variogram conditions
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图 5    P1-6 点位试验变异函数与理论变异函数对比

Fig. 5    Comparison  of  experimental  variance  function  with
theoretical variance function

 

表 5    基于 P1-6点位测试数据变异函数模型选择结果对比

Table 5    Comparison  of  selection  results  based  on  variation
function model of P1-6 data

 

模型
BME AIC识别准则 BIC识别准则

BME值 拟合度 罚值 AIC值 拟合度 罚值 BIC值 拟合度 罚值

球状 −122.43 −110.01 −12.42 230.02 220.02 10 251.09 220.02 31.07

高斯 −150.81 −137.80 −13.01 285.60 275.60 10 306.67 275.60 31.07

指数 −123.19 −109.69 −13.50 229.38 219.38 10 250.45 219.38 31.07
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方法条件下，对于同一场地的 25 套数据存在主导的

变异函数。对于具体场地的地质统计学分析如何合

理地确定和选择最优变异函数至关重要，BME 相较

于 AIC 和 BIC 准则更加合理地考虑变异函数对参

数（包含趋势项参数）识别和模型选择影响。

图 7a，b 为 25 套数据采用 3 种方法选择的最优

模型的 BME值、AIC值和 BIC值的绝对值，以及不

同方法对应的拟合度绝对值。如图 7b 所示 AIC和

BIC值曲线与其拟合度曲线的趋势项完全一致，这

是因为 AIC 准则与 BIC 准则的拟合度一致，仅罚值

不同，而每组 CPT 数据参数数目相同且数据一致，

使得 25 套数据的 AIC 准则或 BIC 准则的罚值也相

同。如图 7 所示，BME对数值和拟合度存在显著差

异，BIC值与其拟合度差异也较为明显，而 AIC值与

其拟合度差异较小，这是由于在不同方法中模型复

杂度惩罚项（罚值）所占比例不同，如图 7c 所示。值

得注意的是，模型罚值是模型选择指标（BME、AIC
值和 BIC值）的重要组成部分，在拟合度相近的条件

下，罚值在模型选择中具有关键作用。

−ln(P (θ∗|Ci))−
d
2

ln(2π)+

1
2

ln((|H|))

BME罚值包括 3 项（即  

 ），第 1 项反映了最优参数在先验信息下的

概率，第 2 项为与参数的维度有关，第 3 项 Hessian

矩阵的行列式的对数值反映了模型参数的后验不确
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图 6    25 套 CPT 数据 3 种方法选择的最优模型

Fig. 6    Optimal model selected by three methods for 25 CPT tests
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图 7    25 套 CPT 数据不同模型选择方法拟合度和罚值比例对比

Fig. 7    Comparison of fit degree and penalty ratio of different model selection methods for 25 CPT tests
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定性，模型的复杂度越高，对应的罚值也就越大。即

使模型参数数目相同，BME罚值也可能不同。本研

究所考虑的球状模型、高斯模型和指数模型的模型

参数相同，在数据量相同条件下，不同模型的 AIC
和 BIC罚值完全相同，无法在模型选择中提供惩罚

作用，因此不适用于此种情况下的模型选择。该发

现不仅适用于变异函数模型选择，也适用于其他类

似情况（模型参数相同且数据量相同）的模型选择

问题。 

5    结　论

本研究建立了基于贝叶斯理论与拉普拉斯近似

确定和估计存在趋势的岩土参数的变异函数的方法，

并比较了贝叶斯模型选择方法 BME 与 AIC 准则、

BIC 准则在变异函数模型比选的应用，由于计算方

法不同，3 种方法选出的最优模型不尽相同。

（1）所提方法能够在考虑趋势项参数条件下合

理地选择地质统计学变异函数，所选最优变异函数

与试验变异函数较一致，为地质统计学分析提供了

有效的参考。

（2）贝叶斯模型证据 BME 能够合理考虑模型选

择过程中不同模型对空间变异性模型参数识别及其

不确定性的影响，通过平衡模型拟合度和复杂度选

择最优变异函数模型。

（3）当备选变异函数的模型参数个数相同时，根

据 AIC 和 BIC 准则识别的最优模型相同，2 个识别

准则的罚值均难以反映变异函数形式的影响，所选

最优函数仅反映了变异函数的模型拟合度，此种情

况下推荐采用 BME 选择变异函数。

（4）尽管不同模型选择方法所选最优变异函数

有所差异，每种方法在给定场地的不同数据条件下

选择的最优变异函数存在主导变异函数，该现象归

因于同一场地条件下地质规律的连续性。
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Summary for “地质统计学变异函数贝叶斯模型选择方法与比较”

Bayesian methods for geostatistical variogram model selection and
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State Key Laboratory of Ocean Engineering, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China
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Abstract：[Objective] The variogram quantifies the variability of geological attributes between two spatial points
and is of crucial significance for geostatistical analysis. When geological data exhibit a trend variation along spatial
coordinates,  the  accurate  selection  and  estimation  of  the  variogram become exceptionally  difficult. [Methods] To
realize  the  model  selection  and  parameter  estimation  of  the  variogram,  this  paper  presents  a  variogram  selection
approach  based  on  Bayesian  theory,  employing  the  Laplace  approximation  method  to  approximate  the  posterior
probability  distribution  as  a  Gaussian  one.  Firstly,  the  posterior  probability  distribution  of  the  parameters  is
computed,  and  subsequently,  the  Bayesian  model  evidence  (BME)  of  each  alternative  variogram  is  calculated
respectively  to  determine  the  optimal  model.  This  study  investigates  the  applicability  of  three  model  selection
methods  in  the  selection  of  variograms,  encompassing  Bayesian  model  evidence  (BME),  Akaike  information
criterion (AIC), and Bayesian information criterion (BIC). [Results] The proposed method is elucidated through the
measured cone tip resistance data from static cone penetration tests, and the disparities among the three methods in
the  selection  of  variogram  models  are  compared  from  the  perspectives  of  model  fitting  and  complexity
penalty.[Conclusion] The research reveals that,  under the given experimental data conditions, BME can rationally
take into account the fitting degree and complexity of the variogram; while the AIC and BIC identification criteria
can merely reflect the fitting degree differences of different variograms when the number of model parameters is the
same.  Consequently,  in  such  circumstances,  BME  is  recommended  for  the  selection  of  variograms.  The  method
proposed  in  this  study  is  capable  of  reasonably  selecting  the  geostatistical  variogram  considering  the  trend  term
parameters, and the selected optimal variogram is relatively consistent with the experimental variogram, providing
an effective reference for geostatistical analysis.
Key words:  cone  penetration  test； Bayesian  theory； Laplace  approximation； variogram； model  selection；
BME；geostatistic
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