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摘 要：低频电磁场仿真是电气装备智能化的基础核心技术。该文基于计算电磁学自 20 世纪 60 年代以来的发展

历程，讨论了低频电磁场仿真中若干关键问题的发展现状，展望了当前数值仿真领域的发展趋势。首先，介绍了

低频电磁场计算基本方程及数值离散方法；其次，对低频电磁场计算中材料建模的均一化、各向异性、磁滞模型

等方面开展了分析和探讨； 随后，针对空间多尺度、趋肤效应、开放边界以及变形与运动对低频电磁场仿真中网

格和离散格式的特殊性进行了阐释，分析了当前电磁-力-热多物理耦合中的关键问题，介绍了数字孪生模型构建

中基于物理模型和数据驱动的建模方法及近期工作；最后，对数值仿真在优化设计、人工智能、新一代仿真软件

等方面的发展趋势进行了分析和展望。当前，多尺度多物理耦合建模仿真方法仍是电磁场计算领域的研究重点。

传统数值仿真与新兴计算技术、人工智能的结合愈加紧密。智能制造和数字孪生等前沿需求下，电磁场计算面临

高效迭代仿真和实时仿真的挑战，由物理模型和数据共同驱动的替代建模是解决这两方面挑战的重要手段。工业

CAE 仿真软件架构正在发生着深刻变革，迫切需要我国自主 CAE 仿真软件核心技术及应用生态的提升。 
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Abstract：Low-frequency electromagnetic field simulation is the fundamental and key technology for the artificial intel-
ligence of electrical equipment. Based on the development history of computational electromagnetics since the 1960s, this 
paper discusses the state of art of several key issues in low-frequency electromagnetic field simulation and looks forward 
to the current development trend in the field of numerical simulation. Firstly, the basic equations and numerical discretiza-
tion methods of low-frequency electromagnetic field calculation are introduced. Secondly, the issues including 
homogenization, anisotropy and hysteresis model in material modelling are analyzed and discussed. Subsequently, the 
special characteristics of mesh and discrete format in low-frequency electromagnetic field simulation are explained from 
several aspects, such as multi-scale problem, skin effect, open boundary as well as deformation and motion; the current 
development trends of electromagnetic-thermal-structural multi-physics coupling are then analyzed; physical model-based 
and data-driven modelling approaches as well as recent work in digital twin model building are introduced. Finally, the 
development trend of numerical simulation in optimal design, digital twin, artificial intelligence and new generation of 
simulation software is analyzed and discussed. At present, multi-scale and multi-physics coupled modeling and simulation 

                                                        
基金资助项目：中国科学院战略性先导科技专项 (XDB0640000)；国家自然科学基金 (52277019)；中国科学院电工研究所科研基金 (E155620101)。 
Project supported by Strategic Priority Research Program of the Chinese Academy of Sciences (XDB0640000), National Natural Science Foundation of China 
(52277019), Research Foundation of the Institute of Electrical Engineering, CAS (E155620101). 



906 高电压技术 2024, 50(3) 

is still a focus of research in the field of electromagnetic field computation. The integration of the traditional numerical 
simulation with emerging computing technologies and artificial intelligence is becoming more and more significant. Un-
der the cutting-edge needs of smart manufacturing and digital twins, electromagnetic field computation faces the 
challenges of efficient iterative simulation and real-time simulation. Physics and data-driven based surrogate modeling is a 
key technology to resolve the two issues. Industrial CAE simulation software architecture is undergoing a profound 
change, there is an urgent need to enhance the core technology and application ecology of China's self-developed CAE 
simulation software. 
Key words：computational electromagnetics; finite element; digital twin; artificial intelligence; industrial simulation 
software 
 

0 引言 

电磁场仿真的核心是对电磁学的基本物理方

程——麦克斯韦方程组进行求解，得到电场与磁场

的时空分布，以及电磁场引起的损耗和作用力等衍

生量。电磁场仿真在电气及电子设备的性能分析及

优化设计中发挥着重要作用。随着工业的数字化智

能化转型，电磁场仿真在电气及电子设备的智能制

造、监测、控制及全生命周期管理方面也开始受到

广泛关注。 
电磁场仿真中的高频和低频问题主要由待仿

真结构的特征尺寸、材料特性和运行频率区分。当

特征尺寸远小于电磁场波长及电流趋肤深度时，可

忽略电场和磁场之间的耦合效应，求解静态问题；

当特征尺寸接近电流趋肤深度时，需要考虑涡流的

影响，如果位移电流产生的磁场远小于传导电流产

生的磁场，可求解准静态磁场问题；如果磁场变化

感应的电场远小于电荷产生的电场，则可求解准静

态电场问题。在这 3 种情况下，麦克斯韦方程组中

的部分项被忽略。静态和准静态问题的求解统一称

为低频电磁场仿真。高频电磁场仿真指当特征尺寸

接近或大于波长时，必须考虑电磁场的波动效应，

即求解全部麦克斯韦方程组，因此高频问题也被称

为全波问题。低频电磁场和高频电磁场仿真中涉及

的材料特性、边界条件及应用领域都有较大差别。

如针对材料特性，低频电磁场仿真中的难点主要在

于材料本构的非线性，高频电磁场仿真的主要难点

在于色散效应；针对边界条件，低频电磁场仿真中

关注的主要问题是开放空间的近似，高频电磁场仿

真中由于要考虑电磁波的辐射效应，需要在计算区

域外围添加吸收边界，避免“伪反射”问题。本文

聚焦低频电磁场问题，分析其中若干关键问题的发

展现状及趋势。 
由于实际工程应用中结构、材料、工况的复杂

性，一般难以对麦克斯韦方程组进行解析求解，因

此数值方法成为电磁场仿真的重要工具。电磁场数

值计算方法可分为微分方程方法和积分方程方法。

微分方程包括有限差分法(finite difference method, 
FDM)、有限积分法(finite integration technique, FIT)、
有限元法(finite element method, FEM)等，积分方程

方法包括矩量法(method of moment, MoM)、边界元

法(boundary element method, BEM)及部分元等效电

路(partial element equivalent circuit, PEEC)等。 
在低频电磁场数值求解算法中，工程应用最广

泛的是有限元方法。有限元方法的概念最早于 1956
年被提出[1]，但其理论基础可追溯到 R. Courant 于
1943 年发表的关于变分法原理的论文[2]，“有限元”

这一名称则是1960年由R. W. Clough在平面应力分

析的论文中给出[3]。1969 年，P. Silvester 和 M. V. K. 
Chari 首次将有限元应用到电磁场数值计算中[4]。由

于热学、力学中常用的点单元无法描述界面上电磁

学问题中矢量场某些分量的不连续性，1977 年起，

在电磁场计算中发展出了棱单元法[5-6]。1982 年，

法国电力公司的 A. Bossavit 等编写了第 1 套基于 3
维棱单元的电磁场计算程序 TRIFOU[7]。1988 年，

A. Bossavit 将电磁场计算的有限元方法和微分几何

建立起联系[8]，提出有限元的插值函数(包括点单

元、棱单元、面单元、体单元)均可写成 Whitney 微

分形式，为电磁场有限元计算夯实了理论基础。 
自 20 世纪 80 年代中期以来，基于数值电磁计

算方法的商业软件开始出现，工程师可以方便地通

过图形界面调用底层算法进行仿真分析，这类软件

被称为 CAE (computer-aided-engineering) 软件。早

期的电磁场仿真商业 CAE 软件包括 Ansoft、Vector 
Fields、Flux、CST、Infolytica 等，其中大多以有限

元为主要的底层数值算法，经过不断的并购整合，

这些软件目前大都被工业巨头(如 Ansys、Altair、
Dassault、Simens 等)收购，与 CAD 工具、网格剖
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分工具、其他物理场仿真工具、优化工具、系统化

建模工具整合，成为系统化工业软件平台的一部分。 
近年来，国内自主研发 CAE 软件快速发展，

在结构、热、流体、电磁等不同学科均有自主仿真

软件发布。低频电磁场仿真方面的 CAE 软件包括

中国科学院电工研究所开发的 EMPbridge 电磁及多

物理仿真平台、云道智造开发的Simdroid仿真平台、

英特仿真开发的 INTESIM-MultiSim 仿真平台等。 

1  低频电磁场基本方程和数值离散方法 

麦克斯韦方程组由描述法拉第定律、安培定

律、磁通连续性定律和高斯定律的 4 个方程组成： 

 curl
t

∂
= −

∂
BE  (1) 

 curl
t

∂
= +

∂
DH J  (2) 

 div 0=B  (3) 
 div ρ=D  (4) 
式中：ρ、E、H、B、J、D分别代表电荷密度、电

场强度、磁场强度、磁通密度、电流密度及电通量

密度；curl 为旋度算子；div 为散度算子。上述场量

之间满足以下材料本构关系： 
 , ,B μ ε σ= = =H D E J E  (5) 
式中：μ、ε、σ分别代表磁导率、介电常数及电导率。 

在利用有限元等数值方法进行离散和求解前，

需要选择合适的求解变量，并施加边界条件，把方

程组转换为适定的待求解问题。 
本章以准静磁场问题为例介绍求解变量的选取

及其数值离散。在准静磁场的假设中，位移电流产

生的磁场可忽略不计，即在方程(2)中忽略 / t∂ ∂D
项。此时方程(2)与(4)解耦，因此也不考虑自由电荷

产生的电场即方程(4)。 
1.1  准静磁场的对偶方程式 

低频电磁场计算中，出于数值稳定性的考虑，

通常选择位函数作为求解变量[9-10]。对考虑涡流的

准静磁场问题，常见的求解变量组合有两种。第一

种是以磁矢量位 A(满足 curlA=B)及导体区域的电

标量 v(满足 gradt v= −∂ −E A )作为变量，方程转换

为如下形式进行求解： 

 0
1curl curl ( grad )t vσ
μ

+ ∂ + =A A j  (6) 

 div ( grad ) 0t vσ ∂ + =A  (7) 
式中： 0j 为激励电流密度。 

第二种是以磁标量位 φ (无电流且单连通区域

满足 gradφ=H)及导体区域的电流矢量位T(满足 curl 
T=J及 H=H0+T+gradφ)作为变量，方程转换为如下

形式进行求解： 

 0
1curl curl ( grad )t tμ ϕ μ
σ

+ ∂ + = −∂T T H  (8) 

 0div ( grad ) divμ ϕ μ+ = −T H  (9) 
式中：grad 为梯度算子；H0为任一满足 0 0curl =H j
的源场。 

两种格式分别称为 A-v 形式和 T-φ形式。在数

值求解中，两种格式各有优劣。T-φ 形式的矢量未

知量 T 仅在导体区域，因此总体上求解自由度较小。

但当涉及多联通区域时，磁标量位违反安培环流定

律，需要通过区域的拓扑性质引入“切”并添加相

关约束保证方程的适定性[11]，相关算法实现复杂性

较高。A-v 形式在整个求解区域离散磁矢量位 A，

求解自由度较大，且方程组的解存在唯一性问题，

一般可通过不同方式添加库伦规范 divA=0 确保解

的唯一性。当激励电流满足相容性条件 0div 0=j 时，

共轭梯度等常用迭代求解器可以实现自动规范，从

而避免添加规范约束[12]。 
1.2  棱单元  

针对方程(6)—(9)，用有限元方法进行离散的步

骤包括：(1)通过变分法将原始问题表述为弱形式的

积分方程；(2)通过网格单元划分和在各单元上对待

求变量进行插值近似，实现对原始问题无限维解空

间的有限维离散逼近；(3)最终将待求解的偏微分方

程组转化为代数方程组进行求解。 
如 1.1 节所述，电磁场数值离散和求解涉及的

求解变量包括标量和矢量。当待求解变量为标量时，

有限元的插值函数为节点单元，即点连续的标量函

数。当待求变量为矢量时，若采用点连续函数来近

似其各个分量，将节点单元用于矢量的各个分量，

相当于在单元的分解面上强加矢量的所有分量的连

续性。这样的近似方法将破坏矢量变量的物理特性，

因为线矢量场(包括 E, H, A, T)在不同材料之间的

界面处具有不连续的法向分量，而面矢量(包括 B, D, 
J)在不同材料的交界界面处具有不连续的切向分

量。方程(6)—(9)中涉及的线矢量场的插值函数需要

定义在泛函空间(Ω 为求解区域)： (curl, )Ω =H  
2 2{ : ( ),curl ( )}L LΩ Ω∈ ∈u u u 中以保证线矢量场界 

面上切向连续、法向不连续的物理特性。H(curl,Ω)
空间中的离散插值函数称为棱单元，最早在 1980
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年由 N e d e l e c 引入，也被称为 N e d e l e c 单 
元[6]。Alain Bossavit 和 Robert Kotiga 等人在低频电

磁场计算中应用了微分几何中惠特尼(Whitney) 微
分形及外代数相关理论构造有限元空间，并引入惠

特尼单元[8]。用这一理论体系构造的有限元空间具

有包含特性，即惠特尼节点单元来近似标量场保证

了其梯度场的旋度为零的特性；用惠特尼棱单元来

近似矢量场保证了其旋度场的散度为零的特性，从

而构成了一组表达简洁且自然适用于电磁变量离散

的有限元空间。 
3 维四面体单元的一阶惠特尼节点单元表达形

式为： 
 0 ( ) ( ), {1,2,3,4}i ix x iλ= ∈w  (10) 

式中： ( )i xλ 为第 i 个单元顶点对应的重心坐标。相

对于节点 i, j 构成的棱边(由顶点 i 指向顶点 j)，其

惠特尼棱单元表达形式为： 
 1( ) ( )grad ( ) ( )grad ( )i i j j ix x x x xλ λ λ λ= −w  (11) 

式中： {1,2,3,4,5,6}l∈ 为棱边编号；插值函数 0 ( )iw x

和 1( )iw x 的上标 0、1 表示其对应微分形的阶数。图

1 给出在一个单元中棱单元的取值分布。 
作为例子，图 2 给出了对电磁场计算基准问题

7 (T.E.A.M 7；非对称带孔导体板内涡流场计算)在
相同网格下分别用 1.1 节中介绍的两种对偶离散形

式进行计算的结果，计算网格总数为 16 977 个四面

体单元。T-φ形式计算涉及 2004个棱边自由度、2979
个节点自由度以及由区域多联通性引入的一个“切”

自由度；A-v 形式计算涉及 19 353 个棱边自由度和

1145 个节点自由度。计算基于自主开发的电磁及多

物理耦合仿真平台 EMPbridge 实现。 

2  低频电磁场计算中的材料建模 

材料建模对数值求解的精确性至关重要。材料

建模涵盖范围很广，包括建立材料本构特性以及其

与制造工艺、工况、环境等不同影响因素之间关系

的数学模型。本章针对低频电磁场材料建模中空间

多尺度及均一化、各向异性及磁滞模型几个重要方

面展开讨论。 
2.1 空间多尺度及均一化 

空间多尺度指研究对象或其组件结构几何特

征尺寸跨度大。电气设备及部件仿真中涉及空间多

尺度问题的典型结构包括绕组、叠片铁芯、复合材

料等。若在数值计算中将细小尺度的结构进行网格 

 

图 1  棱单元插值函数在四面体单元中的分布 

Fig.1  Distribution of the edge element interpolation function 

in a tetrahedron 

 
划分和离散会导致网格量过大、难以剖分或网格质

量差、计算难以收敛等问题。 
空间多尺度问题的常见处理方法是均一化 

(homogenization)，即将周期规律排列的精细结构视

为单一材料区域，通过对材料局部的小尺度建模得

到其等效材料本构特性，再将其应用于数值仿真[13]。

通过均一化处理，场在小尺度结构中的变化被忽略，

从而可以更高效地实现网格剖分、数值离散和求解。

均一化的关键是定义周期单元或局部问题，即在每

个周期单元或精细结构局部给定边界条件，建立合

理的求解模型。 
均一化相关工作包括：文献[14-15]分别采用均

一化方法针对含有磁电复合材料、多铁性纳米粒子

复合材料的器件进行仿真；文献[16]介绍了一种硅

钢叠片的时域非线性均一化方法；文献[17]用均一

化方法评估可控永磁材料的等效磁导率和剩磁；文

献[18]考虑利兹线内部绞线之间的渐近效应及绞线

内的环流，给出了一种基于等效复磁导率的均一化

方法，以实现利兹线损耗的精确计算。在涉及复杂

多尺度结构的电气设备多物理仿真中，均一化也是

提高计算效率和收敛性的重要手段，在变压器电磁-

热-流耦合仿真中，文献[19]先对变压器绕组区域截

面进行局部 2 维流体建模仿真，得到绕组区域的等

效热导率，再将其应用于 3 维温升计算中。 
2.2  各向异性 

材料各向异性是指在不同方向上的材料属性

不同。电磁学中主要涉及介电常数、电导率、磁导

率的各向异性，在麦克斯韦方程中体现为材料本构 

j

i
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图 2  电磁场计算基准问题 7 (T.E.A.M 7)用两种计算格式得到的磁通密度和电流密度分布 

Fig.2  Flux density and current density distributions obtained from two formulations for the Testing Electromagnetic 

Analysis Methods Problem 7 (T.E.A.M 7) 
 

关系式(5)中的 μ、ε、σ不能由标量描述，而表达为

如下张量形式： 

 
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

m m m
m m m
m m m

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

m  (12) 

式中：m泛指介电常数、电导率、磁导率等材料属

性，下标表示张量中各元素关联的空间坐标分量。

材料各向异性是材料和介质中的常见性质，通过 2.1
节所述均一化方法得到的等效材料属性也常常是各

向异性的。 
在低频电磁场分析中，铁磁材料的各向异性建

模是一个难点问题。铁磁材料具有磁滞效应，在变

压器、电机等电气设备中，硅钢片的轧制工艺、退

火工艺和叠压均会影响材料各向异性特性，材料的

磁化曲线会随着磁化方向的夹角变化，需要由矢量

磁滞模型描述[20]。由于矢量磁滞模型的建模和与数

值计算方法的结合尚不成熟，目前在数值计算中一

般的处理方法为正交各向异性简化，即在 3 个主轴

方向分别输入 3 条 B-H 曲线[21]。 
2.3 磁滞模型 

铁磁性材料作为电气设备的核心部件，起着电

能转换的作用，这类材料包括各类软磁材料(如铁氧

体、硅钢和非晶等)和永磁材料(如 NdFeB、SmCo
等)。铁磁性材料的精确建模对电磁场计算至关重

要，也是电磁场计算领域的重点和难点，吸引国内

外学者不断开展研究。 
对于材料模型的研究主要集中在两个方面：一

是建立计算简单、精确描述磁滞回线的磁滞模型；

二是将磁滞模型与有限元计算耦合，实现考虑磁滞

效应的电磁场精确计算。 
磁滞模型按照不同的分类方法，可分为算子磁

滞模型(如 Preisach 模型[22]、Prandtl-Ishlinskii 模型[23]
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等)；微分磁滞模型(如 Jiles-Atherton[24-26]、Tellinen[27]

模型)；矢量磁滞模型(如 Stoner-Wolhfarth[28]模型、

Enokizono-Soda[29]模型、Chua 模型[30]等)；其中应

用 最 广 泛 的 3 类 模 型 为 ： Preisach 模 型 、

Jiles-Atherton(J-A)模型和 Stoner-Wolhfarth(S-W)模
型。原始 Preisach 模型和 J-A 模型均为静态标量模

型，为扩大模型应用范围，文献[31-32]提出了相应

的动态矢量模型及逆模型，为进一步提高模型精度，

简化计算，文献[33-35]提出了一系列的改进模型。

S-W 模型是最早提出的矢量磁滞模型，但由于不考

虑粒子间的相互作用，因此不能考虑磁化历史对未

来磁化过程的影响，也不能解释涡流损耗。 
由于磁滞模型种类较多和磁滞模型本身的复

杂性，磁滞模型与有限元计算的耦合方法也不尽相

同，收敛性问题是含磁滞效应有限元计算问题的难

点之一。为提高收敛性，需要对非线性迭代算法进

行深入研究和优化，如牛顿法、固定点迭代算法以

及相应的改进算法。部分相关工作包括；文献[36]
针对与磁滞模型耦合的时域有限元计算中收敛困难

的问题，提出了一种更稳定的时间离散格式；文献

[37]采用牛顿法和固定点迭代算法结合的方法，改

善耦合磁滞效应的非线性计算收敛性。 
磁滞模型根据激励的不同，又分为静态磁滞模

型和动态磁滞模型，其中动态磁滞模型中的时间变

量离散问题是含磁滞效应有限元计算问题的难点之

二，常用的时间离散方法有瞬态法、时谐法[38]和时

间周期法[39]。 
此外，磁滞模型还可分为标量模型和矢量模

型，矢量模型可用来分析各向异性问题(见 2.2 节)，
由于目前 2 维和 3 维矢量模型的参数识别过程需要

特定磁测量设备获取关键参数，导致该类问题的研

究较少，矢量磁滞模型与有限元计算耦合问题为含

磁滞效应有限元计算问题的难点之三。 
近年来，随着人工智能的兴起和在不同领域的

扩展应用，人工神经网络成为了磁滞建模的一个重

要工具。主要的研究方向集中在两个方面：人工神

经网络磁滞模型和基于神经网络的传统磁滞模型。

神经网络磁滞模型通过前馈或反向神经网络模型直

接给出材料的 B-H (输入和输出)关系；基于神经网

络的传统磁滞模型主要通过神经网络算法来获取相

应磁滞模型的参数，即采用神经网络算法实现传统

磁滞模型的参数识别。文献[40]对相关方法进行了

综述和对比研究。另外，基于数据驱动思想，文献

[41]提出采用一种结合原始磁测量数据与有限元计

算的新范式，跳过磁滞建模的步骤直接进行求解，

这一方法适用于强非线性问题，但数据噪声对求解

收敛性有较大影响。 

3  低频电磁场计算网格与离散的特殊性 

网格剖分在有限元计算中承上启下，上接物理

与几何模型，下连离散求解程序。本章从低频电磁

场计算关注的一些物理、几何特性归纳一部分相关

网格及数值离散方面的针对性处理方法和研究成果。 
3.1  空间多尺度 

空间多尺度问题在 2.1 节中已经介绍和探讨，

对周期规律排列的精细结构可通过材料均一化建模

的方法进行处理。 针对非周期排列的细薄结构，可

通过对局部数值离散格式的特殊处理，包括对薄层

或细线结构采用壳单元或线单元，以及耦合局部解

析模型等。 
局部特殊离散相关工作包括：文献[42-43]采用

壳单元进行薄层结构的离散；文献[44]采用 1 维线

单元与 3 维四面体单元结合的方法处理接地网的空

间多尺度问题；文献[45]引入解析模型表征铁磁材

料晶体各向异性和纹理，对器件磁致伸缩效应进行

简化的多尺度建模仿真；文献[46]引入解析模型对

利兹线的趋肤效应、渐近效应及 3 维的扭转效应进

行描述，并应用于有限元计算。对涡流场小透入深

度趋肤效应的多尺度问题将在 3.2 节专门讨论。 
3.2  趋肤效应 

在块状导体内，如果材料均匀，μ 和 σ 均为常

数，感应电流的时空分布满足扩散方程： 

 21
t μσ
∂

= ∇
∂
J J  (13) 

由于电磁场沿垂直于导体表面方向的梯度远

大于场在表面切向方向的梯度，考虑方程(13)的一

维近似，其时谐解为： 

 e( ) (0)
z
dz

−
=J J  (14) 

式中： z 为距离导体表面的垂直方向深度；

2 / ( )d ωσμ= 为趋肤深度。 
3.2.1  趋肤效应对网格单元的要求 

由式(14)可知，当导体中存在交变电磁场时，

导体内部的感应电流集中在靠近导体外表的薄层，

向导体内指数衰减。趋肤深度是用于描述电流密度

衰减的特征常数，在有限元计算时为了准确计算电
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磁场分布以及感应电流所引起的损耗，趋肤深度可

以作为描述有限元网格划分的参考。 
对于网格尺度的选取，文献[47]根据电流密度

等梯度下降的原则进行网格划分，并给出分层下均

匀介质中损耗相对误差估计公式，其中分 5 层划分，

即分别取 z=0.22d、z=0.51d、z=0.92d、z=1.61d、
z=5.00d。 

此外，对于棱边单元，为能够准确描述感应电

流的空间分布，需要尽量使用二阶插值函数。由于

一阶棱边单元边自由度的数目小于单元结点上场分

量的个数，例如，四面体单元有 6 个边自由度，但

4 个结点上场分量有 12 个，因此，一阶边单元不能

完全描述单元内任意可能的线性的场分布，在计算

趋肤效应方面有缺陷。 
3.2.2  TEAM 21 标准问题 

导体内部的感应电流大小和分布难以直接测

量。通过测量感应电流产生的热效应可以间接验证

感应电流计算的准确性。TEAM21 标准问题是由程

志光教授等人从变压器设计制造的实际工程问题中

提炼出来用来验证电磁热分析计算准确性的国际计

算电磁标准问题，给出了大量可以用于验证的实验

测试数据[21]。 
在处理 TEAM21 计算模型时，文献[21]提到：

对于线性材料情况，一阶棱单元计算结果与实验误

差较小。非线性材料(考虑 B-H 曲线磁饱和)情况，

一阶单元计算结果误差大，需要采用二阶棱单元。

同时，感应电流的分布集中在空间狭小区域，通过

局部网格细化，能在较小的计算规模得到较精确的

仿真结果。边界层网格划分和网格自适应技术有助

于高效准确求解变压器中的感应发热问题。 
3.2.3  阻抗边界条件 

根据斯涅尔定律，电磁波由低电导率介质进入

高电导率介质时，不论入射角大小，其折射角都接

近零。并且当趋肤深度远小于导体厚度，可假设电

磁波在导体内完全衰减。在导体集肤层中的电磁场

可近似为阻尼平面波在垂直于导体表面方向的传 
播[48-49]。对于在线性材料良导体中传播的平面电磁

波，根据其电磁场方程和解的特性，可得到描述电

场强度与磁场强度幅值比值的固有阻抗只与材料属

性和激励源频率相关： 

 
1y

x

E j
H d

η
σ
+

≈ =  (15) 

式中：Ey 和 Hx 分别为电场和磁场在导体表面相互

正交的切向分量。 
根据场的连续性，导体表面的阻抗等于固有阻

抗。因此，由式(15)定义的导体表面电场磁场切向

分量之间的依赖关系可作为边界条件应用到导体外

部的电磁场求解。此时导体的内部区域将不列入求

解域。 
利用阻抗边界条件计算导体中涡流损耗，可避

免导体内部的网格加密，降低计算量，同时又能保

证较高的准确性，是工程计算中常用的有效方 
法[50]，前提条件是趋肤深度相比导体厚度和导体表

面曲率半径要足够小。 
除阻抗边界条件，能够克服趋肤效应对网格尺

寸的要求的方法还有扩展有限元方法、谱元法等。

这些方法主要通过构造复杂的单元插值函数在一层

单元内描述复杂的场分布特性，从而降低对导体表

面区域单元层数的要求。 
3.3  开放空间 

电磁场计算与固体力学或流体力学计算相比

的特殊性在于，在没有屏蔽的情况下电磁场充斥全

空间。要对计算区域内的电磁场分布进行准确计算

常需要考虑有限计算区域之外的场如何描述，以及

如何考虑到求解计算中去。这方面的研究成果综述

可参考文献[51-52]等。这里主要讨论几种对建模和

网格剖分有较密切关系的方法。 
3.3.1  截断法 

一般来说电场、磁场的强度随着离场源的距离

增加而快速衰减，当选择的计算区域的截断边界足

够远，边界以外的场的分布可以认为可以忽略。一

般实际仿真中，通常可以选取截断边界到场源中心

的距离为器件边界到场源中心的距离的 5 倍左右，

即可满足仿真精度要求。 
对于准静磁场采用 A-v 形式，根据变分原理，

在截断边界 Γ处自然满足 Neumann 边界条件，即： 
1 0Γ Γμ

× = × ∇× =n nH A 。也可以在截断边界处施

加 Dirichlet 边界， e 0 0 0A nΓ ΓΓ
= ⇒ × = ⇒ ⋅ =n A B ，

其中 Ae表示边自由度。 
为了进一步控制计算规模减少网格数目，可以

在将空气域分为多个部分。距离器件近的空气部分

剖分较密，而较远的部分剖分较稀疏。如果网格剖

分工具能够自动控制从器件边界到空气域外边界的

网格尺寸增长率，可以更方便地控制计算规模。 
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3.3.2  对偶法 
无穷远边界上同时满足场为零和场的对称性。

利用对称场源下场分布的对称性的 SDI (strategic 
dual image)方法，在截断边界处构造近似满足无穷

远边界特性的对偶边界条件，从而给出相对截断边

界更准确的计算结果[53]。对于似稳磁场，该方法相

当于，首先，令截断边界处满足对称边界条件，即

Neumann 边界条件，得到一组解，这组解在边界上

的值为
0
eA

Γ 。然后假定 Γ作为远场边界时场的大小

为 Neumann 边界和 Dirichlet 边界的平均值， 

即 0
e e

1 ( 0)
2

A A
Γ Γ
= + ，并对 Neumann 边界下得到的 

解进行修正。 
在 SDI 方法基础上，进一步采用对偶有限元方

法应该可以得到更高的精度。对偶有限元方法至少

对于静态场从理论上可以给出场能量的上下界[54]。

在初始网格和对偶网格上分别求解对偶的场平衡方

程，将两次求解结果做平均，可以得到更接近真实

解的计算结果[55]。对偶有限元方法可以在一定程度

上平抑由于网格疏密导致的离散误差，降低求解器

对网格剖分程序的要求。结合 SDI 方法和对偶有限

元方法应该能够得到相比 SDI方法在同样网格下更

准确的计算结果。 
3.3.3  气泡边界 

气泡边界方法通过在求解区域网格的外边界上

附加一层特殊的网格单元(super-element)来表征外

部空间[56]。这层网格单元需要按如下方法来生成。

在求解域内选取一个中心点 O，沿中心点 O 与外边

界 0Γ 每个结点 P 连线(OP)方向，按与连线长度|OP|
的某个固定比率 K 的长度 K|OP|外沿出一个新一层

边界 1Γ 的结点 Q。连接 0Γ 与 1Γ 上的结点形成气泡

边界域 0Ω 内的网格单元。通过递归的方式，在从 O
点到 K2|OP|距离处再生成新一层边界 2Γ 的结点，并

按 0Ω 内结点连接方式形成新一层单元。这种递归方

式给出了一种自动向外扩展求解区域网格的方法。

也就是说，虽然建模时没有画出足够远的外边界，

但可以通过这种方法在截断边界以外不断生成新的

单元，直到最外层边界距离场源足够远。然后只要

在最外层边界指定场为零的边界条件，就可以将外

部空间对求解精度的影响降低到足够小。 
求解时，并不一定需要创建出许多层的气泡单

元。通过对第 k 层气泡域 kΩ 应用 Galerkin 方法，得

到边界 1kΓ − 与 kΓ 上结点自由度 1k−v 与 kv 之间的关系： 

 10,0 0,1

1,0 1,1

0
k k

k
k k

k

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

vM M
vM M

 (16) 

式中： ,
k
i jM 是对应的有限元单元积分矩阵。通过

Gauss 消元，并令 0k =v ，可以得到 0,0 0 0=M v 作为

边界条件代入到内部区域的有限元方程中。 
3.3.4  映射法 

把求解域外的外部区域映射到一个与求解域

具有相同外边界形状的有限区域中，并通过网格剖

分相关处理使求解区域边界与映射区域边界上的网格

连接起来，构成一个完整的无边界的求解区域[57-59]。

求解得出的结果通过逆映射重构出外场分布。 
其他一些方法：如 Hybrid 方法(FEM-BEM, 

FEM-Green’s function)，渐进边界条件(第三类边界

条件)等，以不同方式构建求解域外边界所满足的数

值约束条件，进而得到满足远场分布特征的解[52,60]。

这些方法不需要对网格的特殊处理，这里就不进一

步展开。 
对于远场边界的处理方法已有很多研究，但在

实际问题的建模仿真中还是有许多相关问题难以完

美处理。例如：引线端子的建模问题，变压器、IGBT
等器件都需要引线端子与外电路相连。引线端子的

建模在一些情况下(如损耗计算等)不能忽略，但一

般不会对外电路建立几何模型。常用的场路耦合计

算是通过引线端子外表面的端口与外电路的零维电

路拓扑模型相连。这导致在端口表面处电流场不连

续。较粗略的建模方法是让端口表面与求解域中空

气域外表面相切，在端口所在空气域外表面施加磁

场法向分量为零的边界条件。这种建模方法很难在

空气域外表面上应用上述的远场边界条件，进而影

响求解的准确性。如果端口表面建在空气域内部，

电流场的不连续，可能会导致场求解误差增大或不

收敛。对于静磁场求解，若求解域无磁性材料，在

磁矢量位方程式中可以通过节点单元施加库仑规范

放松静磁方程对电流场散度为零的约束，获得较好

的求解结果。但这种方法对于其他类型场的求解还

缺少一般性。 
3.4  变形与运动 

由于一般情况下电磁场不受材料边界限制在

全空间分布，有限元计算需要对空气域划分网格。

机械运动和结构变形可能导致初始划分的网格失

效。重新做网格剖分或使用边界元方法考虑空气域
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计算效率低，因而能处理的问题规模受限。研究适

用于电磁场与机械运动和变形耦合的通用、高效数

值计算方法对于相关机电设备的结构设计和优化有

重要应用价值。 
在电机、电磁弹射等机电能量转换设备中，需

要考虑电磁场与运动导体之间的相互作用，导体在

磁场中运动产生感应涡流，并受到电磁力的影响改

变运动状态。运动状态的改变将导致物面边界发生

变化，此外，不合适的离散数值格式可能导致数值

解出现“伪振荡”。因此，处理电磁场中的运动问题

需要合适的数值离散格式和网格形变方法。 
3.4.1 离散数值格式 

从离散数值格式的角度，常见的处理导体运动

的方法有拉格朗日方法(Lagrange)[61]、欧拉方法

(Euler)[62]、有限元-边界元耦合方法[63]。 
拉格朗日方法在每一个运动区域上用一套与

运动区域相对静止的坐标系来描述导体的运动，速

度项反映在运动体的离散网格在每一步的位移中。

拉格朗日方法由于对流项不显式地出现在方程中而

保证方程组矩阵的对称性，不会存在数值振荡的问

题。然而，拉格朗日方法需要有效的技术来处理每

个时间步面临的网格错位问题，此外，对于分析稳

态运动的问题时，采用拉格朗日方法通常需要经历

一个长时间的暂态过程，使得拉格朗日方法面临巨

大的计算负担。 
对于处理稳态运动的问题时，欧拉方法比拉格

朗日方法更可取。使用欧拉方法，运动和静止区域

采用同一套坐标系，对流项显式的出现在方程中。

欧拉方法不需要对暂态过程进行模拟，也不需要处

理运动体网格的重剖分。然而，欧拉方法只适用于

电磁结构在运动过程中不发生改变的情况，具有一

定的局限性。同时，由于对流项的影响，方程最终

的系数矩阵失去了对称性，方程的收敛行为主要由

peclet 数决定[64]，当 peclet 数过大时求解方程可能

出现“伪振荡”。引入迎风因子、有限解析单元法或

模型降阶方法能够有效地消除数值振荡。 
有限元边界元耦合的方法是在物体边界的内

部用有限元离散而在外部空气区域用边界元离散，

减少了网格剖分的工作量，能够有效解决开放边界

问题和运动问题。然而，边界元离散时构造的矩阵

是一个稠密矩阵，在内存占用和计算时间上都具有

二阶线性复杂度，限制了有限元边界元耦合方法在

工程上的应用。使用快速多极子(fast multipole)等方

法能够对稠密矩阵做局部稀疏化[65]，从而一定程度

上提高有限元边界元耦合方法的计算效率。 

3.4.2 网格处理 

当采用拉格朗日离散格式时，速度反映在运动

体的离散网格在每一步的位移，需要采用合适的网

格重构或网格变形技术使计算网格适应物体边界的

变化。网格重剖分是最直接的方式，但显著加大了

计算负担，且在瞬态场中，重剖分后各节点的位置

和个数均可能改变，在对相邻时间步长的场量通过

差分求导时，需要采取插值的方式来获得各个节点

上相邻时刻的场值，加大计算负担的同时还可能引

入额外的误差。采用网格形变技术可以保留原始网

格的拓扑结构与密度等特性，在保证网格质量的前

提下，不会在求解器中引入额外的误差，同时计算

量较小。目前存在多种网格形变方法，根据运动轨

迹的特性可以分为运动轨迹受约束的网格形变技术

如运动带法[66]、滑移边界法[67]、Mortar 元法[68]和运

动轨迹不被约束的网格形变技术如重叠网格法[69]、

径向基函数(radial basis function, RBF)方法[70-71]等。 
运动带方法广泛应用于旋转电机、直线电机等

运动轨迹已知的场景。通过在运动边界上定义一层

称为“运动带”的单元，在发生直线运动或转动时，

允许运动带内的单元发生一定程度的变形，当变形

超过允许范围时，则通过改变节点的链接关系实现

运动带内网格的重构，保持系统整体刚度矩阵的结

构不变，达到快速处理转动和直线运动的目的。 
滑移边界法在运动区域和非运动区域之间分出

一条交界线，交界线上运动区域网格和非运动区域

网格各有一套相互重叠的节点，取消了运动区域和

非运动区域分界线上节点必须一一对齐的约束，通

过插值的方式将滑移边界两侧的节点链接起来。 
Mortar 元是一种区域分解算法，它将求解区域

划分为多个子域，在各个区域以最合适子域特征的

方式进行离散。而在运动区域和非运动区域的交界

面上通过非协调有限元实现，没有节点匹配的限制，

使得 Mortar 元能够非常方便地处理滑动问题。   
对于运动轨迹不被约束的情况，通常使用物理

类比法[72]、偏微分方程法[73]以及代数插值法[74]等网

格形变技术处理物体边界的变化。其中最有代表性

的是 RBF 方法。近些年来，由于具备通用性高，鲁

棒性强的特性，基于 RBF 的网格变形技术得到了极

大的发展与应用。其主要思想是利用已知的物面网
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格变形，构造一个 RBF 序列，通过 RBF 插值得到

其他空间节点的坐标值。虽然以 RBF 为代表的网格

形变技术能够有效的处理物体边界的变化，若物体

运动的范围太大，在不进行额外网格剖分的情况下，

形变后网格的质量将变差，影响计算精度。这种大

变形对于此类网格形变技术是一个挑战。 
重叠非匹配网格的方法利用两套网格分别处理

静止和运动部分，而用插值、非协调元等手段处理

静止部分和运动部分节点的链接关系，可以克服传

统一套网格方法在处理任意运动及运动范围较大情

况时的困难。文献[75]基于重叠不匹配网格，提出

一种新方法，将重叠后单元间侵入边界转变为非侵

入不一致网格边界问题，可以避免由侵入边界带来

的计算和收敛性难题。该方法具有运动或变形过程

中，网格拓扑不变，求解变量自由度不变的优点。 

4  多物理场耦合 

多物理场协同建模仿真是实现电工装备综合

性能设计和分析的关键手段。根据物理场之间的相

互关联程度，可采用不同的耦合模式进行求解。多

物理场耦合仿真中的一个主要难点是多空间、多时

间尺度物理场的处理问题。 
4.1  电工装备多物理场耦合建模 

电工装备的多物理场主要涉及电、磁、热、力、流

体和声场等，也可能包括带电油流等其他物理作用[76-77]。 
图 3 描述了多物理场问题的耦合关系，在不同

的物理场方程之间通过激励源、材料属性或者几何

结构变化产生耦合关联。 
图 4 给出了电工装备多物理场分析中主要考虑

的物理场和各物理量之间的关系。其中，由电磁场

导致的力的作用包括洛伦兹力、材料的磁化受力、

磁致伸缩等，电磁损耗包括磁滞损耗、和焦耳损耗

等，传热包括流体换热、共轭传热以及辐射传热。 
电磁-热、电磁-力耦合计算的精度很大程度上

取决于热源(即电磁损耗)和电磁力的计算精度。对

于热源来说，导体里的焦耳损耗(含涡流损耗)计算

公式相对简单，但其精度取决于电流的计算精度，

特别是涡流场趋肤效应较大的时候与网格密度和插

值函数阶数紧密相关(见 3.2.1 节)。而磁性材料的磁 
滞损耗则取决于材料的磁滞建模(见 2.3 节)。 

电磁力的计算有各种不同的计算方法。根据电

磁材料或结构是否变形需要计算局部分布力或全局 

 

图 3  多物理场耦合关系示意图 

Fig.3  Schematic diagram of a multiphysics coupling  

relationship heterogeneous 

 

图 4  主要考虑的物理场及各物理量的关系 

Fig.4  Multiphysics mainly considered and the relationship 

between physical quantities 

力。4.2 节简单介绍一些常用电磁力的计算方法。 
4.2  电磁力计算 

对于电磁与机械耦合系统，如果只关心物体的

刚体运动则只需计算作用在物体上的全局电磁力。

如果需要计算物体的机械变形，则需要计算物体上

或材料中的分布电磁力。 
作用在带电粒子(自由电荷和自由电流)上的电

磁力可以通过洛伦兹力表达式计算，作用在电磁材

料中的电磁力则需要考虑材料的极化或磁化。文献

中存在许多计算分布电磁力的方法。根据不同的极

化或磁化模型(如电偶极矩、磁偶极矩、等效磁荷、

等效电流等)，或基于能量守恒的虚功原理，会得到

不同的电磁力密度的表达式[78]。以磁场力为例，不同

方法导出的磁场力的体密度均可写成下列的表达式： 

 
1 grad
2

μ ′′= × − ⋅ +f J B H H f  (17) 

式中：f 为电磁力的体密度。右端第 1 项是洛伦兹

力；第 2 项是非均匀磁性材料导致的磁场力，一般

主要集中在不同材料的分界面上；第 3 项 ′′f 为磁

致伸缩力，它同时是磁场和机械应变的函数。不同

方法导出的力密度表达式通常只是磁致伸缩力的表

达式不同。由于磁致伸缩力在材料微观尺度上与机
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械应力相平衡，其宏观尺度上的全局效应为零，因

而若仅计算刚体运动则不需考虑。在需要计算磁致

伸缩引起的变形时，磁致伸缩力一般由磁场与力场

的耦合材料本构特征关系给出，并通过电磁场-力场

耦合计算[79]，不需要显式计算。因此式(17)中的磁

致伸缩力 ′′f 在电磁力计算中一般不与考虑。 
忽略 ′′f 项的电磁力式(17)称为磁性材料中的

Korteweg-Helmholtz 力密度。引入二阶张量 T，其

ij 分量为： 

 
1
2ij i j ijH B δ= − ⋅T H B  (18) 

ijδ 为 克 罗 内 克 尔 符 号 ， 可 以 证 明

Korteweg-Helmholtz力密度可以写成张量T的散度： 

 
1div grad
2

μ= = × − ⋅f T J B H H  (19) 

式中：T 称为磁性材料的麦克斯韦应力张量。若只

关心作用在体积为 V 的材料上的总力，则可通过高

斯定理将力密度的体积分转换为边界 V∂ 上麦克斯

韦张量的面积分： 

 d div d d
V V V

V V
∂

= = = ⋅∫ ∫ ∫F f T T s  (20) 

式(20)即为磁场力计算的麦克斯韦张量法。 
需要指出的是，尽管不同的电磁力计算公式在

理论上等效，但因为其表达式中同时含有磁场强度

的切向分量和磁感应强度的法向分量，因此其计算

精度同时取决于这两个场分量的计算精度。在有限

元等数值分析中，根据不同的方程式，我们仅能较

精确的获取其中一个分量而另一个分量只能通过弱

形式获取，因而会导致计算精度上相当大的差异[80]。

为了获得更鲁棒的电磁力计算方法，文献[81]提出

了将基于能量守恒的虚位移方法应用于有限元网格

节点上的局部虚位移方法，用于分布电磁力和全局

电磁力的计算。由于磁场能量为磁感应强度和位移

变量的函数，磁共能为磁场强度和位移变量的函数，

根据不同的有限元方程式，可通过磁能或磁共能对

节点位移变量求导，使得计算精度仅取决于磁感应

强度的法向分量的精度或磁场强度的切向分量的精

度，从而大大改进了电磁力计算的鲁棒性。该方法

中，对节点位移变量求导可通过雅可比矩阵的导数

完成[82]。 

4.3  耦合方法 

多物理场耦合模型可通过不同耦合模式分析

方法实现，通常包括直接耦合(或同步耦合)分析和

迭代耦合(或异步耦合，或交错耦合)分析。直接耦

合分析将描述不同物理过程的物理方程联立求解，

将不同物理场量之间的依赖关系进行显式离散，对

不同物理问题在同一种离散方法和同一个网格下实

现，以建立同一个离散方程。直接耦合能够精确描

述不同物理过程之间的依赖关系，特别是在压电、

磁滞伸缩等具有强非线性多物理场问题的仿真计算

中具有独特优势。但其离散代数系统未知数多矩阵

大从而使计算复杂度增加，另外耦合代数系统通常

在对称性、正定性、条件数等方面性能较差，不利

于数值求解的收敛。迭代耦合分析将一个物理过程

对另一个物理过程的影响通过网格数据传递的方式

转化为另一个物理方程的材料、边界或激励的变化，

进而迭代求解多个物理场方程。迭代耦合分析可以

方便地复用现有的物理场求解器，可以分别对每个

求解器单独采用合适的离散和求解算法，因而也是

目前商业软件中支持的主流耦合模式。根据物理场

耦合的密切程度，迭代耦合分析从耦合策略上分为

单向耦合和双向耦合，单向耦合在每个耦合步骤中

只交换一次场量，也称全局显式耦合，双向耦合则

发生多次交换直至获得整体稳定解，再进入下一个

耦合步骤，也称隐式迭代耦合[83]。界面耦合是迭代

耦合的一个特例，是指不同物理场的空间求解区域

不同，在空间交界面上实现交互，界面耦合多发生

与流体相关仿真分析中。 
4.4  不同网格间变量映射处理技术 

目前，大多数商业软件都是基于同一套网格进

行多物理场耦合。不同物理场的分析可以共享同一

套网格模型，在耦合交互过程之中，各种量值的映

射与传递可通过直接的、自然的方式提供。 
为了更有效地对物理现象实施建模，不同物理

场问题需要与之适应的网格(包括网格单元形状和

大小，单元阶数)和插值函数(有限元插值函数类型

和阶数)，甚至采用不同的自适应网格策略。例如求

解电磁装置中的电磁场、流场和温度场的耦合问题

时，电磁场计算得到的损耗传递到温度场作为载荷，

结合流体散热进行热分析，而电磁场和热-流场在求

解时对网格离散要求差别很大，使用同一套网格会

导致或者单元数过大影响计算效率，或者单元过少

影响计算精度。采用不同的网格模型，无需同时兼

顾各物理场对网格形状及剖分的要求，使得建模更

为灵活，保证精度的同时提高计算速度。但是，这

就造成不同物理场的网格异构，需要在网格空间上

进行物理量映射(投影)，同时也引入了映射误差。
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因此，在不同网格和离散之间建立物理量的映射关

系并保证误差收敛性是多物理协同仿真必须解决的

关键问题[84]。 
网格映射首先要进行不同网格的匹配，然后在

匹配的网格之间选择合适的插值函数或投影方法。

映射可以发生在区域内部(体映射)，也可以发生在

区域界面处(面映射)。根据插值物理量性质的不同，

插值数据分为非守恒量(如位移、速度、温度等耦合

界面所传递的数据量总和不相等)以及守恒量(流量

等耦合界面传递的数据量总和必须相等)[85-88]。迦辽

金投影[86-87]为解决这一问题提供了一种较为完善的

理论方法。 
网格匹配可采用效率较高的预接触搜索算法，

实施插值则常采用直接线性插值、找公共基准点建

立映射算法以及基于网格匹配和相邻最近节点的插

值。由于计算简便，单元重心等特征点常用作不同

网格之间数据传递的方式，但往往会造成较大的数

据传递误差。很多学者为此提出多种改进方法，如

基于正交投影和线性插值的方法[83]、通过高斯-勒让

德积分和坐标变换的方法[89]、结合快速映射和径向

基函数的混合算法[90]等。 
4.5  不同时间离散下变量映射处理技术 

许多情况下，由于不同物理场的时间常数不同

因而对激励的时间响应差异很大。如果不同场求解

器设置相同的时步，耦合可以直接进行，然而时间

步长的设置将直接影响到计算效率或计算精度。如

果按时间常数小的物理场设定步长可以保证精度但

计算量将大幅增加。如果按时间常数大的物理场设

置则无法保证计算精度。因而需要采用不同的时间

离散(迭代时步)，或自适应时步策略。这就造成不

同物理场的时间异步，需要对物理量在恰当时间点

上进行插值或映射(投影)。 
理论上，时间映射就是通过定义时间误差范

数，使用伽辽金方法等将其最小化[83]。当多种物理

场的时间尺度相差很大时(如瞬态场与似稳态场耦

合)，并且要在较大时长范围进行分析，需要精心地

对其耦合过程进行设计。例如齿轮感应淬火过程分

析(见图 5)，其感应电源频率为千赫兹量级，加热时

间为秒级，若对电磁场每个电磁周期进行时间离散，

并和热场采用同一时步会导致计算效率低下。针对

此类问题 EMPbridge开发了多物理多时间尺度耦合

模块，电磁问题在频域计算，将一个电磁周期内的

涡流等效发热耦合至热场，按热问题的时间常数设 

 

图 5  多时间尺度下电磁-热耦合求解过程示意图 

Fig.5  Schematic diagram of the electromagnetic-thermal  

coupling solution process at multiple time scales 

 

计时间步长进行时域计算，并考虑温度变化对材料参

数的影响，从而在保证精度的前提下实现快速耦合 
仿真。 

针对 4.4 节讨论的网格间变量映射及本节讨论

的不同时间离散下的变量映射，当前已有接口软件

专门实现耦合区域和界面异构网格下的场量映射和

多物理分析的交互[83,88]，但目前支持的耦合分析还

比较有限。无论是从理论角度，还是从工程角度来

说，异构网格下时-空场量的保值映射仍是一个难点

问题，映射实现方法、求解效率和可靠性仍有很大

的提升空间。 

5  数字孪生与替代模型 

5.1 数字孪生发展历程 

数字孪生概念最早于 2002 年 10 月由 Michael 
Grieves 在美国制造工程协会管理论坛上提出[91]，

2009 年由美国空军实验室首次提出数字孪生体

(Digital Twin)这一名称[92]。自 2010 起，全球 1000
多个机构、上千名学者开展了关于数字孪生的研究，

形成众多专著、工业解决方案[93]，各组织形成的数

字孪生平台如图 6 所示。 
5.2 数字孪生模型与内容 

数字孪生的优势在于提供询问和预测价值。构

建数字孪生模型与数字孪生体是发挥数字孪生价值

的基础，为此 Michael Grieves 给出了数字孪生模型

的通用构成，即“包含(但不限于)完全注释的 3D 模

型、组件的材料清单、测量结果、服务清单、过程

清单等，一个数字孪生模型可能会由多个不同角度

的组件聚合而成”。以人体构成为例来理解数字孪生

模型可能是最为直观的。其中，3D 模型和材料清单 
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图 6  数字孪生平台发展历程 

Fig.6  Development of digital twins 

 

可以用于形成一个静态的人体；测量结果可以反映

人体的各种测量数据；服务清单则表征了人体所能

执行的各种工作。过程清单则是数字孪生模型的核

心，代表了人体的整个生命过程，其实现需要依赖

算法来驱动孪生模型与物理实体同步运行。 
理想的数字孪生体应该具备 3 个特征。首先，

不仅可以在设计阶段模拟产品或设备的特性，还可

以在产品或设备使用或运行过程中实时获取和展示

产品状态。产品或设备在生产阶段会因为种种原因

与设计产生偏差，也会在运行阶段由于使用和操作

方式以及环境影响等在老化、故障等方面发生变化，

这就要求数字孪生体能跟踪实体的整个变化过程。

因此，数字孪生需要具备的第二个特征就是实时性，

可以实时获取数据，实时分析和实时决策。最后，

数字孪生体应该具有定制化的特征，即使是量产的

实体，在实际使用的过程中，状态也不尽相同，数

字孪生体应体现相应的个性化差异。图 7 为中介绍

数字孪生体在产品全生命周期管理中各阶段应发挥

的作用。 
根据数字孪生提出者 Grieves 对数字孪生模型

的定义，以电力变压器为对象，变压器数字孪生模

型应当包含：几何模型、材料模型、数据模型、仿

真模型、驱动方法这 5 项要素，如图 7 所示。 
数值建模仿真是数字孪生体构建的关键要素[94-95]。 

变压器数字孪生模型构成要素

几何模型

实体模型

点云模型

数据模型

台账数据

监测数据

检修数据

材料模型

材料清单

材料特性

仿真模型

网格数据

计算数据

驱动方法

物理模型驱动方法

数据模型驱动方法

可视化模型驱动方法

 
图 7  变压器数字孪生模型构成要素 

Fig.7  Elements of the digital twins model for transformers 

 

如图 8 所示：设计阶段需要进行迭代仿真，在设计

空间中进行寻优，满足产品设计性能；运行阶段则

需要满足实时仿真需求，对实体运行状态下的物理

量进行实时求解和评估。由于计算成本过高，传统

数值方法难以满足高效迭代仿真和实时仿真的需

求。替代模型/元模型(surrogate model/meta model) 
技术是实现这两个需求的关键途径，替代模型可以

由物理模型和数据共同驱动，同时满足物理模型的

高保真度和数据模型的预测效率。为达到替代模型

提高仿真速度的同时尽可能不失精度这一目标，基

于投影的模型降阶方法是一类重要的技术手段。 
基于投影的模型降阶方法建立在参数化偏微

分方程的解空间可以用一个低维流形来描述这一假

设基础上，其核心思想是寻找这一低维流形的一组

基底，并将原始问题投影到这一低维流形上实现降 
阶。常见的方法有本征正交分解 POD(proper or-
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thogonal decomposition)[96-97]，缩减基法 RBM (re-
duced basis method)[98]，广义本征分解 PGD (proper 
generalized decomposition)[99-100]，考尔梯形网络

CLN (Cauer ladder network)[101]，渐近波形计算

AWE(asymptotic waveform evaluation)[102]等。降阶基

底的生成方法可以分为“后验”和“先验”两类。

“后验”的基底获取方法需要在参数空间进行少量

采样及全模型的求解，得到一系列“切片解”，通过

这些切片解生成降阶基底，广泛应用的 POD 方法

即是利用这种方式获取降阶基底。“先验”方法以

PGD 为代表，这类方法跳过“采样”这一步骤，从

参数空间中一个初始解向量出发，通过“基底丰富

(basis enrichment)”的迭代过程在残差空间中搜索并

补充新的基底。 
近年来，电气工程领域在基于模型降阶及数据

驱动的替代建模方面的一些相关工作包括：参文

[103]基于PGD进行永磁同步电机动态高精度建模， 

 

图 8  数字孪生体与产品全生命周期管理 

Fig.8  Digital twins and the full product lifecycle management 

得到的模型计算速度远远超过传统有限元方法；参

文[104]对感应电机不同静态偏心水平下的等效电

感通过基于分层拉格朗日插值方法和有限元分析进

行了建模，以实现实时的偏心故障诊断；参文[105]
在 EMPbridge 仿真平台下基于 POD 及响应面法建

立了永磁同步电机实时仿真模型，可实现负载突变

下的高精度实时计算，分析流程见图 9。 

6  发展趋势和展望 

计算电磁学学科的发展与工业的发展需求始

终紧密相关，也由工业需求不断驱动。当前，面向

智能制造及数字孪生等前沿需求，不断融合新兴前

沿计算技术，实现计算精度和速度的平衡是学科发

展的终极目标。 
在多物理协同设计和新型复合材料建模等需

求的牵引下，前文讨论的多尺度多物理耦合建模仿

真方法仍是电磁场计算领域的研究重点。此外，基

于并行计算、云计算及硬件加速等技术的高性能计

算也是重要的学科发展方向[106-108]。如第 5 章所述，

近年来，面向产品全生命周期管理，构建数字孪生

体，实现设备运行状态的实时仿真、预测和决策，

是电磁建模仿真领域发展的一个重要的机遇和挑战。 
除此之外，本章将就以下几个重要发展趋势展

开讨论：1）面向智能制造，将数值计算和优化算法

进行高效融合，提高优化设计效率，缩短设计周期；

2）人工智能在建模仿真中的应用以及与传统数值方 

 

图 9  永磁同步电机实时仿真建模，基于 EMPbridge 仿真平台实现 

Fig.9  Real-time simulation modelling of permanent magnet synchronous motor, implemented based on  

the EMPbridge simulation platform 
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法的融合；3）新一代仿真软件。 
6.1  优化设计 

优化设计自 20 世纪 80 年代起已成为计算电磁

领域的一个重要研究方向。当前，随着电气设备设

计的集成化、复杂化、精细化，自动化设计的需求

愈发迫切，工业界的需求也逐渐由单器件、单物理

场的优化设计发展为器件系统、多物理场的协同优

化。优化即针对设计目标，在设计空间中寻求使目

标函数达到最优值的设计点的过程，需结合优化算

法，在设计空间中对物理方程进行多次迭代求解。

根据设计空间的不同，优化设计可以分为尺寸优化、

形状优化和拓扑优化几个层次。当前，拓扑优化作

为衍生式设计的一种重要手段，是优化设计理论发

展的热点方向[109]。此外，鲁棒优化是智能制造背景

下备受关注的优化设计理论，它结合不确定性分析，

考虑生产工艺及产品运行参数的不确定性，将质量

控制、良率控制和生产管理作为优化目标或约束融

入到优化设计过程中[110]。 
拓扑优化和鲁棒优化等先进优化设计理论涉及

更高维度的设计空间，与传统数值方法结合进行迭

代求解计算量巨大。因此，在优化迭代过程中采用

数据驱动的替代模型成为实现高效优化设计的必由

之路，近年来，在机器学习、克里金法(Kriging)、
径向基函数等高维数据插值/拟合技术与前沿优化

算法结合方面的一些代表性研究工作包括：参文

[111]将卷积神经网络与非支配排序遗传算法结合

应用于电磁制动器的多目标拓扑优化；参文[112]提
出结合深度神经网络的迁移学习来降低电机拓扑优

化的计算成本；参文[113]结合克里金方法进行设计

空间压缩，开展电机的鲁棒优化；参文[114]提出了

一种基于自主在线学习的拓扑优化 (self-directed 
online learning optimization, SOLO)方法，结合深度

神经网络(DNN)和启发式优化算法，在优化过程中

根据当前 DNN 对最优设计的预测，得到更接近最

优方案的设计点。 
6.2  人工智能 

与人工智能的融合是当前数值仿真领域备受

关注的重要课题[115]。一方面，数值仿真可以为人工

智能提供可靠的仿真数据，提高人工智能的预测精

度[116]；另一方面，人工智能可以用来提高数值仿真

的效率，如 6.1 节及第 5 章所述，基于人工智能的

替代模型可以服务于高效优化设计以及数字孪生体

的构建。除此之外，如 2.3 节所述，人工智能在材

料建模中的应用也是一个重要方向，相关数据模型

可嵌入到数值仿真算法中实现求解。 
由于人工智能的训练往往需要大量数据，这些

数据可以来自传感测量数据或仿真数据。测量数据

的获取依赖于实验条件，一些极端工况的测量数据

面临获取难度大、代价高的问题。数值仿真可模拟

实验测量难以实现的设备运行状态，用于生成或完

善人工智能模型的训练集。用传统数值仿真获取数

据的计算成本较高，近年来出现了另一种研究思路，

即直接用人工智能替代数值方法来求解偏微分方

程。这一思想最早由 Rassi 在 2018 年提出[117]，称

为基于物理信息的神经网络(physics-informed neu-
ral network, PINN)。PINN 将物理约束嵌入到神经网

络训练中，无需准备标签数据(即非监督学习)，可

通过方程定义直接获得样本，开展训练，最终得到

偏微分方程的近似解。图 10 给出了 PINN 用于一维

偏微分方程求解的原理图。PINN 应用于麦克斯韦

方程组及相关多物理问题求解的部分近期工作包

括：参文[118-120]分别在二维静电场和静磁场问题

中应用 PINN 进行求解，探索了这一算法的可行性；

参文[121]初步研究了电热多物理耦合问题的 PINN
学习框架；参文[122]提出采用超网络(hypernetworks, 
HNN)与 PINN 结合进行参数化问题和反问题的快

速求解，其输入为参数变量，输出为 PINN 网络权

重和偏置。总之，目前 PINN 距工程化应用还有较

大距离，主要的瓶颈包括在参数化问题中的应用、

神经网络超参数的确定、训练网络的计算成本以及

涉及复杂几何和介质时网络预测的精确性问题。 
6.3  新一代工业 CAE 仿真软件 

工业 CAE 仿真软件凝集了数值仿真相关工程、

数学、物理、计算机等学科知识，使其具有复用性，

对智能制造具有关键基础支撑作用。随着计算技术

和工业智能化的进步，仿真软件也在不断更迭。当 

 

图 10  PINN 求解一维 PDE 的原理图[118] 

Fig.10  Schematic diagram of PINN solving one-dimensional 

PDE[118] 
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前，仿真软件的发展趋势主要包括下面几个方面： 
1）人工智能技术的嵌入。如 6.2 节所述，当前

人工智能赋能的仿真技术是一个热点的研究课题，

同样也是仿真软件发展的一个重要方向。 
2）轻量化及定制化。针对工业各细分行业需

求，定制化的专用工业 APP 具有轻量化、高灵活性、

易用性强等特征，更易于快速吸纳工业知识，满足

专用仿真需求。 
3）云端仿真。基于云端仿真平台，仿真流程

可以在 Web 浏览器实现，避免了软件的本地安装和

更新，提高了用户的自由性和协作性。当前，云端

仿真的代表性产品是德国的 Simscale。 
4）工具链和分析流程的整合。当前国际工业

软件巨头达索、西门子等均进行了大量的收购，打

造跨学科一体化仿真平台，如达索开发的

Experience 3D。2024 年初，电子设计自动化(EDA)
软件公司 Synopsys 对仿真软件巨头 Ansys 的收购，

可以看作是工业软件工具链整合和集成化趋势下的

一个标志性事件。除了多学科的集成和整合，不同

层级之间仿真工具的集成化也是一个重要发展趋

势，如针对数字孪生需求，将有限元分析软件和基

于模型的系统工程(MBSE)的系统仿真工具进行整

合，相关代表性产品是 Ansys Twin Builder。 

7  结论 

本文就低频电磁场计算领域中材料建模、网格

和离散格式的特殊性、多物理耦合等关键问题的研

究现状进行了综述，并就学科发展的几个重要趋势

开展了分析。 
1）在多物理协同设计和新型复合材料建模等

需求的牵引下，多尺度多物理耦合建模仿真方法仍

是电磁场计算领域的研究重点。 
2）随着工业自动化数字化智能化的发展，传

统数值仿真与新兴计算技术、人工智能的结合愈加

紧密。  
3）在智能制造和数字孪生等前沿需求下，电

磁场计算面临高效迭代仿真和实时仿真的挑战，由

物理模型和数据共同驱动的替代建模是解决这两方

面挑战的重要手段。 
4）工业 CAE 软件作为仿真技术的载体，其功

能不断在深度和广度扩展，架构也在发生着深刻变革。 
当前，我国自主 CAE 软件的落后现状对计算

电磁领域前沿算法的研究及工业制造的定制化应用

需求造成了一定的制约。我国自主 CAE 仿真软件

近年来有一定发展，但在市场占有率、研发生态等

方面与国际主流软件差距仍然悬殊，迫切需要夯实

核心技术、紧密结合工业应用、建设良性研发生态，

助力我国工业制造的智能化和自主化水平的提升。 
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